“Pour que la connaissance ait toute son efficacité, il faut main-
tenant que 'esprit se transforme. Il faut qu’il se transforme dans
ses racines pour pouvoir assimiler dans ses bourgeons.”

(Gaston Bachelard, La philosophie du non.)






Capitulo 1

Sucessoes, Limites e
Continuidade

1.1 Sucessoes reais

“Este capitulo nao comeca com uma defini¢ao.”

Definigao.

Designa-se por sucessao real (mais simplesmente: sucessao) uma aplicagao
u do conjunto dos ntimeros naturais N para o conjunto dos nimeros reais R.
A imagem de n por u é representada por u(n) ou u,. O contradominio de
uma sucessao também ¢é designado por conjunto dos termos da sucessao.
Representamo-lo por {u,}n,eny ou mais simplesmente {u,}. Finalmente, em
certos casos, também denotamos a sucessao u por (u,).

Exemplo 1.1 A sucessdo u definida por u(n) = 2n — 1 tem como con-
tradominio o subconjunto de R constituido pelos niimeros impares.

Exemplo 1.2 O conjunto dos termos da sucessao v(n) = % é composto pelos
inversos de nimeros naturais. Assim {v,} C Q C R. Observe que a medida
que o valor n aumenta, os valores v(n) aproximam-se de zero.

Uma sucessao diz-se limitada quando o seu contradominio (o conjunto
dos seus termos) é um conjunto limitado de R, isto é,

dMeR: VneN, |u,| <M. (1.1)

A sucessao v do exemplo 1.2 é limitada posto que
1

Vn € N, Hgl.
n

3
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A sucessao u do mesmo exemplo nao é limitada. Com efeito, qualquer que
seja o valor M considerado em (1.1), existem termos da sucessao tais que
|u(n)| > M. Basta tomar um natural n > (M + 1)/2 de modo que

U, =2n—1> M.

Uma sucessao diz-se crescente se e so se, para todo on € N,

Uy < Uy - (1.2)

Equivalentemente:
Unp+1 — Un 2 0.

De modo semelhante, define-se sucessao decrescente aquela que verifica
Up > Upyd (1.3)

para n € N. Uma sucessao crescente ou decrescente diz-se mondtona. As
sucessoes u e v dos Exemplos 1.1 e 1.2 sao monotonas.

Importa reconhecer quando uma sucessao ¢ mondotona a partir de
certa ordem i.e quando verifica (1.2) ou (1.3) para n maior ou igual que
um certo p € N. Veja-se o seguinte

1

5T Temos

Exemplo 1.3 Considere a sucessao w,, =

Wy, > Wy € Wo < wWws,

pelo que a sucessao w,, nao ¢ mondétona. No entanto

1 1 2
Wp+1 — Wy = = -

2n+1)—5 2n—5 (2n—3)(2n —5)°

Observe que o iltimo membro é negativo se admitir-mos que n > 3. Ou seja,
a sucessao w € monotona a partir da ordem 3.

Uma sucessao diz-se convergente quando verifica a seguinte propriedade:

dLeR: Ve>0 FPpeN: n>p=|u,—L|<e, (1.4)

ou alternativamente

dJLeR: Ve>0 dpeN: n>p=L—-ec<u,<L+e.
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Dizemos nesse caso que u converge para L ou que L ¢é limite de u. Notamos
u, — L ou limu, =1L.

A condigao (1.4) traduz a nogao que os termos u,, da sucessao estabilizam
no valor de L quando n toma valores grandes. De facto, podemos interpreta-
la do seguinte modo:

Um céptico quanto a convergéncia da sucessao u, = 1/n estabelece uma
vizinhanga | — €, €| do suposto limite zero. Observa entao que sao em nimero
finito os naturais n para os quais u, nao pertence a vizinhanga. Desconfiado,
repete o processo com uma vizinhanca de raio € ainda mais pequeno. E
observa novamente que sao em nuimero finito os objectos n para as quais a
imagem 1/n fica fora da nova vizinhanga.

Dito de outro modo: qualquer que seja a vizinhanca V' em torno do
limite de uma sucessao convergente, € finito o conjunto dos indices n tais que
u, ¢ V. Em linguagem simbdlica:

dALeR: Ve>0 IpeN:|u,—Ll>e=>n<p.
Repare que esta condigao é equivalente a (1.4), i.e.
dLeR: Ve>0 FpeN: n>p=u,—L|<e.

Obviamente, quanto menor for o raio da vizinhanga, maior devera ser o valor
da ordem p. Ou seja, o valor de p depende do valor € do raio da vizinhanca.
Por exemplo, no caso da sucessao v, = %, temos que para um dado €, um
valor de p para o qual é verificada a condigao (1.4) com L =0 é

pei=le ] +1>€,

em que |z, ou “parte inteira de z”, designa o maior inteiro menor ou igual
a x. Nesse caso, todo o natural n tal que n > p, verifica

1 1 1
o] = — < — < —.
n Pe €

Exemplo O Sultao Harum-al-Raschid, nao estando convencido que a sucessao
v do Exemplo 1.2 esteja a aproximar-se de zero, desenha a vizinhanca de raio
ﬁ em torno da origem. Com deferéncia, para nao irar o soberano, a bela
Sherazade mostra-lhe que o termo de ordem 1001, assim como todos os que
lhe sucedem, pertencem a vizinhanca do soberano.

Os lemas seguintes registam propriedades simples das sucessoes conver-
gentes.
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Lema 1.1 Uma sucessao convergente u possui um unico limite.

Dem. Vamos supor a existéncia de dois valores distintos Ly e Lo verificando
(1.4). A distancia entre eles é d = |L; — Ly|. As vizinhancas

d d d d
Vi=|Li—5,Li+5| e Vo= |Lo— -, Lo+ <
1 1 1- g bty [ 2 1 2 - gl tg [
nao se intersectam (pode fazer um esbogo). Por hipétese de convergéncia,
para € = %, existem naturais pp, ps tais que

n>p =>u, €V e n>p = u, €V.

Assim, para n > max{p;, p2}, temos u, € V; e u, € V5. Serd isto possivel’m

Lema 1.2 Uma sucessao convergente u € necessariamente limitada.

Dem. Seja u uma sucessao convergente para um limite L. De acordo com a
propriedade (1.4), se tomar-mos € = 1, existe um natural p tal que

n>p = |u,—L|<1,

o que implica, para n > p, |u,| < |L| + 1.
Por outro lado, para n < p,

\un| < max{|uyl, ..., |uy|} = M,.

Assim, a propriedade (1.1) é verificada pela sucessao u se considerar-mos
M = max{|L| + 1, M,}. n

Uma sucessao limitada pode nao ser convergente. Considere por exemplo
w, = (—1)". No lema seguintes estabelecemos um critério suficiente para a
convergéncia de uma sucessao.

Lema 1.3 Uma sucessao mondtona e limitada u € necessariamente conver-
gente.

Antes de justificar-mos este lema, recordamos que uma sucessao u diz-se
monoténa quando a aplicacao u(n) é crescente ou decrescente em N. Estab-
elecemos também a noc¢ao de supremo e infimo de um conjunto limitado.
Dado um conjunto A tal que existem nimeros reais [, verificando,

VxEA:LSxﬁZ,
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diremos que [ e [ sd0 o supremo e o infimo de A se existirem sucessoes T,, €
z,, de termos em A convergindo respectivamente para [ e [. Todo o conjunto
limitado de R possui um supremo e um infimo (Axioma do Supremo).

Dem. Vamos supor que u é crescente (o caso em que u é decrescente reduz-
se ao primeiro se considerar-mos a sucessao auxiliar w, = —u,). Seja l o

supremo do conjunto dos seus termos {u, }. Vamos mostrar que [ é de facto
o limite da sucessao u,,. Para tal, consideramos uma vizinhanga

Vo=l —e,1+¢f

de raio arbitrario €. Pela definicao de supremo, existe um termo u, € V..
Como u é crescente, temos para n > p

upgun<f.

Em particular -
Vn>p:  |u, 1| <e.

Verifica-se assim a defini¢ao de convergéncia formulada em (1.4). n

Lema 1.4 Sejam u e v duas sucessoes convergentes tais que, para um certo
Po € N
Up, < Uy, Vn>pg. (1.5)

Entao,
limv, <limu, .

Dem. designando por L; e L, respectivamente os limites de v e u, pretende-

mos verificar que
Ly < Ly.

Como vista a uma contradicao, supunhamos que L; > L,. Designando por
d = |Ly — Lo| a distancia entre os limites, as hipdteses do lema garantem a
existéncia de naturais pi, po tais que

d d
n>p = L1_§<Un<L1+§7

d d
n>py = L2—§<Un<L2+§.

Observe entao que para n > max{po, p1, P2}, teremos

d d
un<L2+§=L1—§<Um

assim obtendo uma contradi¢do com a condigao (1.5). n
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Uma consequéncia deste lema é que se v é uma sucessao convertente, tal
que, a partir de certa ordem p se verifica

a<u, <b
entao
a<limu<b.

(pode comparar u com as sucessoes constantes iguais a a e a b respectiva-
mente). Dito de outro modo, se o conjunto dos termos {u,} de uma sucessao
convergente estd contido num intervalo fechado [a,b], o seu limite também
deverd pertencer a [a,b]. No resultado seguinte exploramos um pouco mais
a ideia de enquadramento dos termos de uma sucessao.

Lema 1.5 (Lema das sucessoes enquadradas) Sejam u v, w sucessdes para
as quais existe pg € N

n>py = vn)<un) <whn).

Se v e w forem convergentes para o mesmo limite | entdo u € uma sucessao
convergente para [.

Dem. A convergéncia da sucessao u ficard estabelecida se verificar-mos que
u goza da propriedade (1.4) tomando nessa definicao L = [. Dado ¢ > 0,
concluimos que existem p; e py tais que

|w, — | <€ paran>p (1.6)
|v, — 1] <€ paran > ps. (1.7

Assim, se considerar-mos p > max{po, p1,p2}, as desiguladades anteriores
serao ambas verificadas para n > p. Observe entao que, para n > p

l—e<v,—l<u,—Il<w,—1<Il+e,

ou seja |u, — | <e. n

Os dois lemas anteriores revelam a sua utilidade quando pretendemos
estabelecer a convergéncia de uma sucessao sem recorrer ao uso da definicao.

Exemplos
(i) Considere a sucessao

up =0,9 =09 w3=0,99 .. u,=1-—.



1.1. SUCESSOES REAIS 9

Trata-se de uma sucessao crescente, limitada superiormente por 1. Con-
cluimos que u é uma sucessao convergente (qual é o seu limite?).
(ii) Considere a sucessao

: 2
S n
Up = (2 )

n

Repare que, qualquer que seja o natural n

1 < < 1
—— <y, < —.
n? n?
Como as sucessdes w, = —— e h, = -5 convergem para o mesmo limite,
n n

concluimos que v,, é convergente.

Uma sucessao convergente para zero é designada por infinitésimo. Dada
uma sucessao u e um real L, podemos considerar a sucessao (|u, — L|) que
para cada n mede a distancia do termo w, a L. Afirmar que u, converge
para L equivale a afirmar que (|u,, — L|) é um infinitésimo.

Enunciemos propriedades aritméticas das sucessoes convergentes.

Lema 1.6 Sejam u e v sucessoes convergentes para Ly e Lo respectivamente.
Entao:

(i) a sucessao u + v € convergente para Ly + Lo.

(ii) Sendo k um nimero real, ku € convergente para kL.

Dem. (i) Pretendemos justificar que, dado um certo € > 0, podemos fornecer
uma ordem p tal que

n>p = |up+v,— (L1+ Ly)| <e.
Da desigualdade “triangular”
la+b| < |a| + |b| Va,beR,
resulta
[t + v, — (L1 4 Lo)| = [(up, — L1) + (v, — Lo)| < |uy — Li|+ v, — Lo| . (1.8)

A hipétese de convergéncia de (u,) para L, garante a existéncia de p; € N
tal que
n>p = |u,— Li| <¢€/2.

Anélogamente, existe ps € N tal que

n>py = |v, — Lo <€/2.



10 CAPITULO 1. SUCESSOES, LIMITES E CONTINUIDADE

Assim, tomando um natural p > max{p;, p2}, teremos
n>p = |up— Li|+ |v, — La| <€/2+€/2=¢.
Podemos entao concluir, por (1.8), que
n>p = |u,+v,—(L1+ L) <e,
assim se justificando o resultado.

(ii) Daremos uma justificagao resumida. No caso de k = 0, a afirmacao é
trivial. No caso de k # 0, observe que

|ku, —kL| <e¢ <& |u, — L] <e€/|k]|. (1.9)
Dado € > 0, existe p € N tal que
n>p = |u,— L| <e/lkl|.
Logo, por (1.9), para n > p,
|ku, — kL| <,

assim se provando a condi¢ao de convergéncia de (ku,) para kL. n

Lema 1.7 Sejam u e v sucessoes convergentes para Ly e Ly respectivamente.
Entao:
(i) a sucessao wv € convergente para LyLs.

QZZ) Se Ly # 0 e v, # 0 para todo o n € N entdo a sucessio % converge para
1

Ty°
Dem. (i) Observe que
|unvn—L1L2| = [(tn—L1)vn+ L1 (v, —Lo)| < |(un_L1)|'|Un|+|L1|'|<Un_L2)|'

Posto que v é uma sucessao convergente, é em particular limitada. Pelo que
existe M > 0 tal que
lun| < M Vn €N.

Podemos entao escrever
|unvy, — L1 Lo| < M|(u, — L1)| + | L1| - [(vy, — Lo)| . (1.10)
Observe que pelas alineas (i)—(ii) do lema anterior, a sucessao
Zn = M|(un = La)| + | La| - |(vn — Lo)]
é um infinitésimo. Pelo lema das sucessoes enquadradas aplicado a (1.10) ,
|unvy, — L1Lo| — 0,

o que conclui a justificagao de (i). [ |
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Dada uma sucessao u, e dada uma funcao f : R — R, podemos engendrar
uma nova sucessao f o u através da operacao de composigao, a saber

fou(n)= f(u(n)) VneN.

As caracteristicas da composta f o u sao distintas das caracteristicas de u.
Por exemplo, u pode ser convergente sem que f ou o seja (e vice-versa).

Exemplo 1.4 Considere

-1, s8¢ <0

flz) =

1, se x>0

Considere as sucessoes u, = = ¢ v, = (—1)"+. Estude a convergéncia das
sucessoes foue fouw.

Exercicios

1. Calcule os termos de ordem 1, 10 e 100 da sucessao

1
Up = — .
n n2
Indique um valor M tal que, qualquer que seja n € N

|un| < M.
2. Considere a sucessao v, = ﬁ e a vizinhanca de zero

1 1
V—ho’m['

Verifique que vg; ¢ V. Indique um valor para p tal que

v €V, Yn > p

3. Considere a sucessao u, = 27?'_1. Justifique que
1 n 3
Up = = .
"2 4n-—2

Conclua sobre a convergéncia de .
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4. Considere a mesma sucessao u, do exercicio anterior. Justifique que

1+4
2 —

Up =

3=

Conclua sobre a convergéncia de u,, recorrendo ao Lema 1.7, alinea (i7).

5. Dé um exemplo de uma sucessao w tal que

{wn > % se mn Impar,

wy, <0 se npar.

De um modo geral, uma sucessao que verifique estas condigoes poderd ser
convergente?

6. Considere a seguinte sucessao (definida por um processo de recorréncia)

Ul = 1

Unt1 = V/2Up
Verifique que se 1 < u, < 2 entao 1 < upt1 < 2. O que podemos concluir
sobre o conjunto de termos {uy,}?

7. Verifique que se = € [1,2] entdo 2z > z. Utilize este facto para mostrar que
a sucessao u, do exercicio anterior é mondtona. O que pode concluir sobre
Uy a partir do Lema 1.37

8. Considere
n + cos(n) —

n n —sin(n)’

Determine sucessoes w e v convergentes para o mesmo limite tais que
Wy < Up < Vg

Conclua sobre a convergéncia de u.

Para ir um pouco mais longe.

Como podemos observar no exemplo da sucessao u,, = (—1)", o facto de
uma sucessao ser limitada nao garante que ela seja convergente. No entanto,
esta sucessao limitada possui pelo menos uma “subsucessao” convergente.
Por exemplo, se considerar us, (i.e. os termos de ordem par da sucessao)
obtemos uma nova sucessao convergente para 1. Vamos definir com mais
rigor a nocao de subsucessao:



1.1. SUCESSOES REAIS 13

Definicao. Seja u,, uma sucessao e seja i : N — N uma sucessao estritamente
crescente. Ent@o a sucessdo v(n) = u(i(n)) é designada por subsucessao de
U,

Observe que no caso da subsucessao dos termos de ordem par devemos
escolher i(n) = 2n. Temos o seguinte resultado geral para as sucessoes limi-
tadas.

Teorema 1.8 Toda a sucessao limitada possui uma subsucessao convergente.

Dem. Consideremos uma sucessao limitada u, i.e. existem m, M € R tais
que
m<u, <M Vn € N.

Para cada n € N definimos o valor real
¢, = inf{uy : k> n}.

Repare que pela hipdtese de limitacao de u, os ¢, estao bem definidos. Mais
precisamente,

m<u,<MVneN = m<c, <MVneN.
Por outro lado
c1 <y <3<

Assim, a sucessao c é crescente e limitada. Logo, converge para um limite que
designaremos por [.. Pela caracterizacao dos termos c¢,, podemos construir
uma subsucessao (u;, ) de u do seguinte modo recorrente. Tomamos i; € N
tal que

Uiy S ¢+ 1 )

e seguidamente, para n > 2, escolhemos termos de ordem i,, tais que

. . 1
in Z Tp—1 € Ci,_, S Ui, < Cip_1 + m . (111)

Posto que a sucessao (¢;, ) é subsucessao de (¢, ), ela converge para o mesmo
limite. Logo,

lime;, =lime;, + — = 1..
n
Pelo lema das sucessoes enquadradas, resulta de (1.11) que

limw;,, =1..
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Nota 1.1 E possivel uma demonstracao alternativa do Teorema anterior
utilizando o seguinte principio:

Toda a sucessao real possui uma subsucessao monotona.

Recomenda-se ao leitor interessado a consulta da bibliografia da disci-
plina, nomeadamente “Introducao a Analise Matematica” de J. Campos Fer-
reira.

1.2 A nocao de limite num ponto

Nesta seccao classificamos o comportamento de uma funcao f real de variavel
real num ponto a € R. Vamos supor que a funcao f esta definida num
conjunto

V =la—e€a+¢\{a}
podendo ou nao estar definida em a.

Definicao. Diremos que f tem limite em a se e sé se existe um niumero L

tal que, qualquer que seja a sucessao u convergente para a em que {u,} C V,
verifica-se

flup) — L.
Nesse caso escrevemos
lim /() = L.

Tenha em conta os seguintes aspectos da definicao de limite num ponto.

e As sucessoes consideradas na defini¢ao de limite aproximam-se de a por
valores diferentes de a.

e Quando uma funcao tem limite L em a,
lim f(z,) =L

qualquer que seja a sucessao (z,) convergente para a com termos em
V.

Exemplo 1.5 A funcao fungao f do Exemplo 1.4 nao tem limite em zero
uma vez que as sucessoes u e v definidas respectivamente por
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convergem para zero mas as sucessoes f(u) e f(w) convergem para 1 e —1
respectivamente.

Exemplo 1.6 Considere a fungao g(z) = 7! definida em R\{0}. Averigue-

mos a existéncia de limite em zero. Considerando w,, = — observamos que
n

1 -1
Up) = — =n.
A sucessao f(u,) ndo é convergente. Este exemplo basta-nos para concluir
que g nao tem limite em zero.

Exemplo 1.7 Estudemos o comportamento da fungao identidade I(x) =
x em zero (supomos I definida em R). Se considerar-mos uma qualquer
sucessao u, tal que

limu, =0

decorre imediatamente que
lim I (u,,) = limu, =0.

Logo [ verifica a definicao de limite em zero com L = 0. Mais geralmente,
temos
lim I (u,) = limu, = a,

qualquer que seja a sucessao u convergente para um ponto a € R. Donde se
conclui:

lim I(x) =a Va e R.

r—a
Exemplo 1.8 Consideremos agora a funcio g(x) = x? definida em R e
averiguemos a existéncia de limite em zero. Comecamos por observar a
equivaléncia

limu,=0 <« lim|u,| =0.

Supondo entao uma sucessao u convergente para zero, temos, a partir de
certo ordem p,
lun| < 1.

Podemos entao escrever, para n > P
0<u; < ’U ’
>~ Wy > n| -

Posto que |u,| — 0, concluimos, pelo lema das sucessoes enquadradas (com
uma pequena adaptagao - qual?), que

limu2 = 0.
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Como u era uma qualquer sucessao convergente para zero, concluimos

limz2 =0.

z—0

Podemos definir a nogao de limite lateral de uma funcao num ponto.

Definigao. Diremos que uma fungdo f definida em V*t =|a,a + €| tem
limite lateral a direita (resp. a esquerda) de a se existir L™ (resp. L7) tal
que, para qualquer sucessao com termos em V'V (resp. V7~ =Ja — €, a[) con-
vergente para a verifica-se:

fluy,) — Lt (resp. L7).

Nesse caso escrevemos
lim, flx) =L, (resp. lim f = L)

Repare que a existéncia de limite L para uma funcao f num ponto a
equivale a verificagao das seguintes condigoes:

1) Existem os limites laterais L™ e L.

2) Lt =1L".

Por exemplo, a funcao f do Exemplo 1.4 tem limites laterais pelo que
verifica 1) mas estes limites sao diferentes e por isso nao verifica 2).

Repare que as nocoes de limite introduzidas baseiam-se na nogao de
sucessao convergente. Assim os lemas seguintes decorrem dos lemas que vi-
mos na secgao anterior. Os lemas seguintes podem obviamente ser adaptados
ao limite lateral esquerdo e ao limite lateral direito.

Lema 1.9 Sejam f e g funcées com limite respectivos Iy e ls em a. Entao
f+ g tem limite l em a, em que l =1y + Iy em a. Sendo k um niumero real,
a funcao kf tem limite I' em a, sendo I = kl;.

Lema 1.10 Sejam f e g funcgoes com limite respectivos Iy e ly em a. Entao
fg tem limite lyls em a. Sely # 0, a funcao g estd definida numa vizinhanga

de a e tem limite % nesse ponto.

Lema 1.11 Sejam f, g e h fungoes definidas num conjunto V =]a — €,a +

e[\{a} tais que
g(x) < f(z) < h(z) VreV.

Se g e h tiverem o mesmo limite | em a entao f tem limite | em a.
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Aplicaremos agora estes lemas ao estudo de limites concretos.
Exemplo 1.9 Dada um monémio m(z) = 2™ (com n natural) podemos,
partindo do Exemplo 1.7, aplicando sucessivamento o Lema 1.10 para n =
2,3, ... concluir que

lim 2" = a" Vn e N.

r—a

Da mesma forma, combinando os Lemas 1.9 e 1.10, justificamos que, dado
um polinémio de grau n

p(x) = by + k12" N+ Riw + kg

entao,
lim p(x) = kpa" + k10" + ...+ kia + ko = pla) .

r—a

Neste caso observe que o limite coincide com o valor obtido pela substituicao
de a na expressao algébrica que define o polinémio. No entanto, o limite pode
existir sem que possamos efectuar essa substituicao na expressao algébrica.
Observe o exemplo seguinte.

Exemplo 1.10 Consideramos a funcao f(z) = zsin (%) definida em R /{0}.
Trata-se do produto de duas fungoes gh em que g(z) = x tem limite zero em
zero. Por sua vez, a fun¢ao h(z) = sin (%) é limitada no seu dominio:

|h(z)] <1, Vz € R\{0}.
Podemos concluir
Vo #0,|f(2)] = |z hz)] = [z|[h(z)] < |z|.

ou seja
=l < fle) < faf.

Pelo Lema 1.11, concluimos que f tem limite zero em zero. Repare que um
raciocinio semelhante permite justificar que, para qualquer funcao limitada
h definida em V' =] — ¢, €¢[\{0} tem-se

lim 2 - h(z) = 0.

z—0

Convidamo-lo a extender a observagao anterior ao caso f(z) = g(z)h(z) em
que h é limitada em V e liII(l] g(x) = 0.
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Exemplo 1.11 Considere a fungao f(x) = “nwﬂ definida em R\{0}. Con-
sideremos x > 0. Observando que sin(x) representa a projec¢ao no eixo das
ordenadas do arco de comprimento z podemos escrever

sin(x)

<1. 1.12
; (1.12)
Recordamos que a drea a(x) de um sector angular no circulo de raio 1 com
arco de comprimento x é dada por a(x) = /2. podemos supor que o sector
angular estd contido no triangulo rectangulo OP@ em que O = (0,0), P =
(1,0) e @ = (1,tan(z)) quando z €]0, 7[. Podemos por isso escrever:

r 1 sin(x)
= <t =
a(z) 2 2 an(z) 2 cos(x)
Esta equacao é equivalente a
sin(z) > cos(z) . (1.13)

Concluimos de (1.12) e (1.13) que para z €0, 7|:

cos(z) < f(z) <1 Vz €0, g[
A mesma desigualdade vale para x €] — 7,0[ uma vez que as funcdes f e
cos(x) sao pares (i.e. f(z) = f(—=x)). Assim, por aplicacdo do Lema 1.11,
concluimos

. sin(zx

lim ( ) =1.

z—0 x
Exercicios

1. Consideremos uma fungao com dominio D = {0}U]1, +oo[. Fard sentido falar
de limite em 07 E de limite lateral em 17

2. Considere a funcao

(@) r sex >0
xTr) =
g 0 sex<0.

Verifique que g tem limite em zero.

3. Considere a funcao g do exercicio anterior. Considere também a funcao f do
Exemplo 1.4. Estude a existéncia de limite em zero para as funcoes f + g e

fg.
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4. Observe que
tan(z)  sin(x) 1

x x  cos(x)

Sabendo que lim,_,g cos(x) = 1, justifique que

tan(z)

lim

z—0 X

=1.

5. Considere a funcao

h(x):{o sex # 0

1 sex=0

Verifique que h tem limite em zero. Considere agora a funcao h o g em que
g é a funcao do Exercicio 2. Estude a existéncia de limite em zero.

1.3 Continuidade de uma funcao de variavel
real

Definigao. Seja f uma funcao real definida numa vizinhanca V., do ponto a
(e > 0), i.e. num intervalo de tipo Vi(a) =]a — €, a + €[. Diremos que f é continua
em a se e sd se

(i) 3lim f(z) e (i) lim f(z) = f(a). (1.14)

r—a r—a

Alternativamente, podemos dizer que f é continua em a se e s6 se existem os
limites laterais em a e

(i) lim f(z)= lim f(z)=1 e (ii) f(a)=1.
r—at r—a~
Quando uma fungao verifica apenas a propriedade (i), ela diz-se prolongédvel por
continuidade em a. Nesse caso, podemos definir a funcao

f(z), se z#a
flx) = ;

l, se x=a

A funcdo f, continua em a, é designada por “prolongamento por continuidade” de
f em a.

Observe que a defini¢ao de continuidade (1.14) traduz-se pela seguinte condigao

sobre as sucessoes convergentes para a:

Qualquer que seja a sucessao (x,) com termos em |a — €,a + e[\{a} tal que
Ty — a, a respectiva sucessao das imagens (f(xy)) converge para f(a).
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Na caracterizacao anterior podemos, sem perda de generalidade, considerar
que as sucessoes () consideradas convergem para a numa vizinhanca |a —e€, a+ €[
(dispensando deste modo a hipétese adicional dos termos z,, serem distintos de a).

No que segue faremos por vezes uso da notagao

lim f(z,)

Tp—a

para designar o limite da sucessao (f(x,)) quando (x,) é uma sucessao convergente
para a.

Exemplo 1.12 Do que vimos na secgao anterior (Exemplo 1.9), se p é um polinémio
(que suporemos com dominio R) verifica-se que, para qualquer a € R,

lim p(x) = p(a).

r—a

Assim, os polinémios sdo fungoes continuas em qualquer nimero real a.

Exemplo 1.13 Considere a funcdo f(x) = |z|. Entdo f é continua em todo
o a € R. Com efeito, seja x,, uma sucessdo convergente para a. Aplicando a
desigualdade triangular, obtemos as estimativas

|$n| = |Jjn—a—{—a| < |a’+|$n_a|7 (1'15)

la| = |a — xp + x| < |2n — al] + |24 .
Esta ultima desigualdade é equivalente a
la] — |zn — a| < zp]. (1.16)
Concluimos de (1.15)—(1.16)
la| = |z — a] < |za| < la| + [zn —al.
Pela definigdo de sucessdo convergente, temos |z, — a] — 0. Pelo Lema das
Sucessoes Enquadradas (Lema 1.5), concluimos que

lim f(za) = lim o] = ol = f(a).

Tp—a

Exemplo 1.14 Sabemos da secgao anterior que a fungao f(x) = sin(z)/x definida
em R\{0} verifica
lim f(z) =1.

x—0

Assim podemos definir em R o seguinte prolongamento por continuidade da funcao

E .
{sm(x) se x40

1 sex=0.
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Uma caracterizacao equivalente para a continuidade num ponto a de uma
funcao f definida numa vizinhanca Ja — €, a + €] é dada pela seguinte condicao:

Ve>0 3d.>0: |z—a|l<de=|f(z)— fla)|<e. (1.17)

Esta caracterizacao sugere a ideia geométrica que a aproximagao de f(a) dada por
f(x) tem erro inferior a e se considerar-mos objectos x que distem de a menos
que d.. Claramente, o valor da distancia d. deverd depender da margem de erro
pretendida: quanto menor for e, menor devera ser d.. Convidamos o leitor inter-
essado a elucidar a relagao de equivaléncia entre (1.17) e (1.14). A formulagao de
duas caracterizagoes equivalentes para o conceito de continuidade justifica-se pelo
facto de certos resultados decorrerem mais facilmente de uma, em detrimento da
outra: de um ponto de vista pratico, elas complementam-se.

Exemplo 1.15 Seja f uma fungao definida numa vizinhanca |Ja — €,a + €| de a,
continua em a, tal que f(a) # 0. Entao existe uma vizinhanca de raio ez < € tal
que

Vo €la —e2,a+ €], f(x)#0.

Sem perda de generalidade, supomos f(a) > 0. Considerando a caracterizagao
(1.17), se tomarmos e = f(a)/2, sabemos que existe d. tal que

f(a)
2

f(a)
5|

z€la—de,a+de] = f(z)€|f(a)— , fla)+

em particular

) > 1)

Tomando e < min{d,, €}, justifica-se a afirmacao.

Va €la—de,a+de].

Os dois lemas seguintes sao de justificagao simples se atendermos aos resultados
analogos limites.

Lema 1.12 Sejam f e g duas fungoes continuas em a. Entao f + g € continua
em a e sendo k um numero real, kf € continua em a.

Lema 1.13 Sejam f e g duas fungoes continuas em a. Entdo fg € continua em
a. No caso de g(a) # 0, a fungdo g é continua em a.

No lema seguinte estabelecemos uma propriedade fundamental das funcoes
continuas. Na sua demonstracao faremos uso das duas caracterizacoes da con-
tinuidade num ponto introduzidas nesta secgao.

Lema 1.14 (composicao de fungoes continuas) Seja f uma fungdo definida em
la—e1, a+e€1], continua em a e seja g definida numa vizinhanca | f(a)—ea, f(a)+ea],
continua em f(a). Entdo go f é continua em a.
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Dem. Comecemos por verificar que g o f estd definida numa vizinhanca de a.
Com efeito, a hipétese de continuidade de f em a garante, por (1.17), a existéncia
de d tal que

|z —a| <d=|[f(z) - fla)] <e2.

ou equivalentemente
z €la—d,a+d[= f(z) € |f(a) — €, f(a) + e2f.

Assim, a restricao do dominio de f a ]Ja —d, a + d[ garante que a expressao g(f(x))
tem sentido.

Consideremos agora x,, uma qualquer sucessdo convergente para a (com ter-
mos em |a — d,a + 0[). Pela continuidade de f em a, f(z,) converge para f(a).
Pela continuidade de g em f(a) a sucessao g(f(z,)) converge para g(f(a)). A
demonstragao terminou. [ |

Exercicio Confronte o resultado anterior com o exercicio 5 da ultima secgao.

Podemos definir a no¢do de continuidade lateral num ponto a. Diremos que
uma funcdo f definida no intervalo [a,a + €| (Ja — €,a]) é continua a direita (&
esquerda) de a se o limite lateral direito (esquerdo) coincide com o valor f(a), i.e.

lim f(z) = f(a) = lim+ f(x).

Obviamente, podemos verificar que f é continua em a verificando que f é continua
a direita e a esquerda de a.

Dado um intervalo aberto I =l]a,b] ou I = R, diremos que f é continua em
I se for coninua em todos os pontos de I. Dado um intervalo fechado I = [a,b],
diremos que f é continua em [ se for continua em todo o x €|a, b, se for continua
a direita de a e se for continua a esquerda de b. Definicoes andlogas valem para
intervalos de tipo [a, b ou ]a, b].

Enunciamos agora dois teoremas que estabelecem propriedades importantes
das funcoes continuas.

Teorema 1.15 (Teorema de Bolzano)

Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] em que f(a) # f(b). Seja k um
valor compreendido entre f(a) e f(b), i.e.

min{f(a), f(b)} <k < max{f(a), f(b)}. (1.18)

Entao eziste ¢ €|a,b[ tal que f(c) = k.

Dem. Consideramos dois subconjuntos de [a, b]:

IF={relab: flx)<kl e Iy={xelab]:flx)>k}.
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Estes dois conjuntos sao obviamente disjuntos e néo vazios (por (1.18)). Para fixar
ideias, podemos supor f(a) < k e f(b) > k. Definimos (axioma do supremo)

c=sup{z e I¥}.

Afirmamos que f(c) = k. Observe que ¢ pode ser aproximado (inferiormente) por
uma sucessao (z,,) com termos em I*. Temos entdo

Tn—c e f(x,) <k.
A continuidade de f em c¢ obriga a que

lm f(zn) = f(c) < k.

Por outro lado, se admitirmos, com vista a um absurdo, que f(c) < k, temos
necessariamente ¢ < b. Afirmamos a existéncia de uma vizinhanca |Jc — €, ¢ + €[ tal
que

f(z) <k VYxe€le—ec+el.

Com efeito, basta considerar a caracterizagao de continuidade (1.17) no ponto ¢
com e = (k — f(c))/2, tomando, por exemplo,

€ = min{d, (b —¢)/2,(c —a)/2} .
(porque se impoe a condigao de e ser inferior a (b—c)/2 e a (c —a)/27)

O facto de f(x) ser inferior a k em Jc — ¢, ¢ + €[ impede ¢ ser o supremo de I*.
Absurdo. u

Nota 1.2 O leitor facilmente verificard que o Teorema de Bolzano implica o
seguinte resultado:

Seja f uma fungao continua no intervalo [a, b] e seja k um valor tal que

min{f(a), f(b)} <k < max{f(a), f(b)}. (1.19)

Entao existe ¢ € [a, ] tal que f(c) = k.
O Teorema de Bolzano também é conhecido por Teorema do Valor Inter-
mediario. No estudo da existéncia de raizes para uma equacao utiliza-se fre-

quentemente o seguinte corolario de justificacao imediata:

Corolério 1.16 Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b] tal que

fla)- f(b) <0.

Entao existe ¢ €]a,b] tal que f(c) = 0.
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Exemplo 1.16 Considere p: [0,1] — R tal que
p(z) =2° —4a® +x + 1.

A funcao polinomial p é continua em [0, 1] e temos

Assim, pelo Teorema de Bolzano (ou pelo seu corolario) podemos concluir que
existe ¢ €]0, 1] tal que p(c) = 0.

Exemplo 1.17 Estudemos a existéncia de uma solugao em ]0, [ para a equagao

tan(z) = e”. (1.20)

Para tal assumiremos a continuidade das fungdes tan(z) e e” no intervalo [0, F[.

Definimos a funcao continua
™
h:[O,Q{HR, x ~ tan(z) — e”.

Assim, a existéncia de solugao para a equagao (1.20) em [0, 5[, equivale, nesse
intervalo, a existéncia de raizes para a funcao h:

%0 — tan(a:o) = h([]jo) = %0 — tan(azo) =0.

Note que, pelo crescimento e continuidade da funcao e® em R, temos, que se
x < /2, entao
et <e™? e lim e
Para além disso
lim tan(z) = +oo,

™ —
T—=5

no sentido em que, para todo o valor M > 0, teremos tan(z) > M desde que
z € |5 —en, 5| (aqui, ear > 0 é uma quantidade perto de zero, dependente de

Logo, tomando z; < 7/2, em que z; estd suficientemente préximo de 7/2,
teremos

w/2

tan(zq) > €e™° > ™ ou h(z1) > 0.

Posto que h(0) = —1, estamos em condiges de aplicar o Teorema de Bolzano no

intervalo [0, x| e concluimos a existéncia de xq tal que

0<zo <1 <g e h(zg) =tan(zg) —e™® =0.

Note que a existéncia de uma solugao para (1.20) ndo poderia ser obtida por uma
resolugao algébrica.
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No resultado seguinte estabelecemos outra propriedade importante das fungoes
continuas definidas em intervalos limitados e fechados (também designados por
intervalos compactos).

Teorema 1.17 (Teorema de Weierstrass)
Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b]. Entao f tem uwm mdximo e um
minimo em |a,bl, i.e.

rm, xp € [a,b] 1 Vz € la,b], flam) < f(z) < f(znm).
Dem. Daremos uma ideia da demonstracao do seguinte facto:
Jxy € [a,b] Vo € a,b],  f(z) < flam).
A demonstracao da existéncia de minimo faz-se de modo andlogo. Define-se

¢=sup{f(z):x € [a,b]},

se o contradominio de f for limitado superiormente, ou ¢ = 400 caso contrario.
Tomamos uma sucessao &, com termos em |[a, b] tal que

flz,) — €.

(entenda-se que se ¢ = oo a sucessdo f(x,) toma valores arbitrariamente grandes
a partir de certa ordem). Observe que z;, é uma sucessao naturalmente limitada
pelo que possui uma subsucessdo convergente z;, (ver “Para ir um pouco mais
longe”, no final da sec¢ao 1.1). Designemos por xy; o seu limite, i.e.

i, — TM -

Necessariamente, xj; € [a,b]. Por outro lado, pela continuidade de f em [a,b],
temos

¢ =lim f(z:,) = f(an)-

Em particular, ¢ é finito. Por definigao, para todo o x € [a, b],

flz) <é= f(zm).

Nota 1.3 No resultado anterior, é decisiva a hipétese do dominio ser um intervalo
limitado e fechado. Por exemplo, a funcao f(x) = 1/x é continua no intervalo |0, 1|
sem que possua maximo ou minimo nesse intervalo.

Como consequéncia dos dois teoremas anteriores, podemos carcterizar o con-
tradominio de uma fungdo continua num intervalo compacto.
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Corolario 1.18 Seja f : [a,b] — R wuma fun¢do continua. Entdo o seu con-
tradominio € um intervalo compacto. Mais precisamente:

f([a’ b]) = [mv M] )

em que m e M sao respectivamente o minimo e o mdximo da funcgdo f.

Exercicios

1. Considere a fungao h definida em R\{—1, 1} por

r—1

h(a;):xz_l.

Verifique que podemos prolongar a funcao h por continuidade em x = 1.
(sugestdo: a? —b% = (a — b)(a + b))

Poderemos prolongar h por continuidade em x = —17

2. Sejam f e g fungoes continuas em |a, b[. Suponha a existéncia de xy €]a, b[ tal
que f(zo) > g(xo). Justifique que existe uma vizinhanca Ve =|xg — €,z + €]
tal que

flz)>g(x) VzelV..

3. Considere a funcao

0 sex =0

h(z) = {sin (%) sex # 0

Considere as sucessoes

1 1

Ta/2+2m ¢ T

tn T x/2+2mn

Verifique que
lim h(uy,) # lim h(vy,) .

Conclua sobre a possibilidade de h ser prolongada por continuidade no ponto
z = 0.

4. Considere a funcao de variavel real

T Sef/U:l n
h(x)—{ n (nel)

0 caso contrario.

Justifique que h nao é continua nos pontos pertencentes ao conjunto
1
{reR: z=— neN}.
n

Serd h continua em zero?
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5. Dado um numero real k£ considere a funcao

r—1 sex <0
g(x) =
rz+k sex>0

Considere agora a funcdo quadrética f(x) = 2. Suponha k = 2. Serd fog
continua em zero?

Existirao valores de k para os quais f o g é continua em zero?

6. Utilizando o Teorema de Bolzano, assumindo a continuidade da fungao cos(z)
em R, justifique a existéncia de zo €]0, 5[ tal que

xog = cos(xg) .

7. Seja p(x) um polinémio de grau impar de tipo
p(z) = 22" +aga®™ + () +a1x +ag. (neN).

Justifique a existéncia de M > 0 tal que p(M) > 0 > p(—M). Conclua sobre
a existéncia de pelo menos uma raiz para o polinémio p.

8. Considere a fungao h do Exercicio 3. Verifique que h goza da propriedade do
valor intermedidrio. Ou seja: dados a,b € R, a < b,

Vk €lmin{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}[, e €la,b[: h(c)=k.

Para ir um pouco mais longe

Vamos considerar f : [a, b] — R uma fungao continua e estritamente monétona.
Pelas propriedades das fungoes continuas estudadas neste capitulo, temos

f([a,0]) = [c, d],
em que
c=min{f(a), f(B)} e d=max{f(a),/(b)}.
Observe que, por ser estritamente mondtona, f é injectiva, i.e.

flx)=fly)=z=y.

Assim, podemos definir a sua inversa

f_l:[cvd]'_)[%b]v f_l(y):x sse f(z)=vy.
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A funcao f~! é também estritamente monétona, com o mesmo tipo de monotonia
que f. Com efeito, suponha, para fixar ideias, que f é estritamente decrescente.
Sejam z1 = f~1(y1) e z2 = f~(y2). Entdo

g1 <y & f(m1) < fle) @1 > 206 fH (1) > (1),

assim se estabelecendo o decrescimento estrito de f~!. Estudemos agora a con-
tinuidade da funcao inversa nos pontos do seu dominio. Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.19 Considere uma funcao f definida num intervalo fechado [a,b.
Suponha f continua e estritamente mondtona. Entdo

e d) = [a, ]
€ continua em todos os pontos do seu dominio.

Dem.
Consideremos yg € [c, d] e y, uma sucessao convergente para yo. Pretendemos
verificar que

lim =4 (yn) = £~ (%0) -
Podemos supor que ¥, é mondtona. Esta hipotese adicional simplifica o argumento
e nao restringe a generalidade do resultado. Consideramos

Tn=f"y) e mo=f"(3), (1.21)

com I, xg € [a,b]. Observe que a sucessao z,, é limitada e monétona. Logo é uma
sucessao convergente, i.e.
Tn — To )

para um certo Zp € [a,b]. Escrevemos
lim £~ (y,) = T . (1.22)
Pela continuidade de f em Zg,
f(@o) = lim f(f " (yn)) = limys = yo.-
Assim, por (1.21),
f(Zo) = f (o).
Pela injectividade de f, concluimos
To = o,

ou, por (1.22),
lim £~ (ya) = f~'(%0) ,

o que termina a justificacao. [ |

Exercicio Mostre que no caso de funcgoes continuas num intervalo, a injectividade
equivale & monotonia estrita.



Capitulo 2

A derivada e suas aplicacoes.

2.1 Nocao de derivada de uma funcao num
ponto.

Nesta seccao estudaremos fungoes reais de variavel real definidas em intervalos,
eventualmente ilimitados. Dado um intervalo I C R, dizemos que a € I é ponto
interior de I se existir uma vizinhanca V.(a) =]a — €,a + €[ tal que

Ve(a) C I.

o
Denotaremos por I o conjunto dos pontos interiores de I. No caso do intervalo ter
infimo a e supremo b, é facil concluir que

I =la,b[.

Definigao. Seja f : I — R uma funcao real de variavel real e ¢ um ponto interior
de I. Diremos que f é diferenciavel em a se existir o limite
z)— f(a
D= lim {0 =7 (2.1)
z—a  r—a
A existéncia deste limite significa, do ponto de vista geométrico, que podemos

tragar uma recta tangente ao gréafico de f passando no ponto (a, f(a)). O declive
dessa recta é D. D é designado por derivada de f no ponto a e denotado por

f'(a).

Em alternativa a (2.1) podemos escrever

D= fig J@Th) —fla)
h—0 h

(2.2)
A férmula (2.2) resulta de (2.1) se considerar-mos a mudanca de variavel h = z —a.

Assim
r=a+h e r —a equivalea h —0.

29
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Por outro lado, a existéncia do limite (2.1) permite-nos escrever em que

f(z) — f(a)

r—a

—D=r(x—a),
em que r é uma funcao real definida em | — €, €[ tal que

;13}1 r(z—a)=0.
Podemos pois, em alternativa a (2.1) ou (2.2) definir a diferenciabilidade de f em
a do seguinte modo:

Uma funcao f é diferenciavel em a se e sé se existe D € R tal que
f(@) = fla)+ D(x—a) + (z —a)r(z —a), (2.3)
em que r é uma funcao definida numa vizinhanca de a tal que

%ig%r(x—a)zo.

Necessariamente, a constante D é unica e coincide com o limite (2.1) (ou (2.2)).

As definicoes (2.1)—(2.2) de inspiragao cartesiana, sugerem o processo de deter-
minacao da tangente ao grafico num ponto através dos declives de rectas secantes
ao grafico em (a, f(a)) e (z, f(x)). Estas rectas aproximam-se da tangente quando
x se aproxima de a. Por sua vez, a definicao (2.3) revela existéncia de uma aprox-
imacdo linear f(z) = f(a) + D(x — a) & funcdo f numa vizinhanca de a para a
qual o erro cometido r(x — a)(x — a) é “muito pequeno” quando comparado com
o de outras aproximacoes lineares.

Nota 2.1 No caso de uma func¢ao f definida num intervalo [a,a + €[ (¢ > 0),
diremos que f tem derivada lateral direita em a se e s6 se existe um real DT
tal que

im L@ = f@) _ e

z—at xr—a
Alternativamente, representamos f’(a™) := DT. De forma andloga se define a
derivada lateral esquerda em a como sendo o

) et 1) = 1@

T—a~ r—a

supondo f definida num intervalo Ja—e, a]. Claramente, uma funcao é diferencidvel
em a se f'(a™) = f'(a”) (conquanto os dois limites existam).
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Nota 2.2 Dada uma funcao f, diferencidavel em a e com derivada D = f/(a), a
equacao da recta tangente ao grafico é

y=f(a)(x —a)+ f(a).

Repare que a equagao define uma recta com declive f'(a) e que passa pelo ponto

(a, f(a))-
Exemplo 2.1 Considere a funcao f(z) ==

fl@)—f1) _2*-1* (z—1(=+1)

2 e o0 ponto a = 1. Temos

r—1  xz-1 (x—1)
pelo que
S —fQ) -+l _
b = Tim Ty T ime+l)=2.

Poderfamos alternativamente calcular o limite anterior utilizando a férmula (2.2):

_ 2 _
p AR =) (421
h—0 h h—0 h
2 _
Ul P S S
h—0 h h—0

Finalmente, o valor de D pode ainda ser obtido pela caracterizacao (2.3). Com
efeito, escrevendo

=(r-1+1)2=142x -+ (-1 =fO)+2x—-1)+(x—1)-r(z—1),

em que r(z — 1) = x — 1, observamos que é cumprida a condigao (2.3) tomando
D =2.

Podemos concluir que a recta tangente a parabola y = x
a =1 tem por equagao

2 no ponto de abcissa

y=2x—-1)+1.

Exemplo 2.2 Considere a funcao f(z) = sin(2x) e o ponto a = 0. Temos

f@) = £(0) _ | sin(20)

lim =
z—0 xT z—0 T
. sin2x
2 lim =2
z—0 2x

(Na tltima igualdade utilizdmos o limite notdvel lim,_g ) — 1 mudando a

variavel para y = 2x). Concluimos que no ponto (0,0) pertencente ao gréfico da
funcao f, a tangente tem por equacao

y=2z.
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Consideramos agora uma funcao auxiliar de f que, como veremos adiante,
contem informacao relevante sobre o seu comportamento.

Definigao. Seja f uma funcao definida num intervalo aberto I tal que f é difer-
encidvel em todo o z € I. Designamos por funcao derivada de f a aplicacao

fliI—R
o JE )~ f@)
h—0 h

I , . q - )
Observacgao E também usual a notagao d—f(a) para indicar a derivada de f no
x

df o - . . .
ponto a e e para indicar a funcao derivada de f. Esta notacao realca a varidvel

x
que percorre o dominio de f.

Simplificadamente, podemos dizer que a funcao derivada f’ associa a cada
x € I o declive f'(z) da recta tangente ao gréfico no ponto (z, f(x)).

Exemplo 2.3 Considere f(z) = z. Qualquer que seja o ponto do grafico de f, a
recta tangente coincide com o grafico de f, ou seja, com a recta y = x. Esta recta
tem declive 1. Assim a funcéao derivada de f é a funcéo constante

fl(x)=1 (r € R).
Exercicio Verifique a afirmacao anterior utilizando a defini¢ao (2.2).

Exemplo 2.4 Considere f(x) = 2. Fixemos = € R e calculemos

flx+h)—f(z) (x4 h)? — 22 B (22 4 2zh — h?) — 22 B
Y = Y = . =2x+h.

Assim

f’(x):%%f(x+h})b_f($) = lim 2¢ + h = 2z.

Concluimos que no ponto de abcissa z, o grafico de f tem uma tangente com
declive 2z.

No teorema seguinte estabelecemos um resultado que generaliza os dois exemplos
anteriores.

Teorema 2.1 Considere a funcao f(x) = 2™ comn € N e z € R. Entao f'(x) =
na™ L.

Dem. Recordemos o desenvolvimento da expressao (z+h)™ pelo binémio de New-
ton (tao belo quanto a Vénus de Milo, segundo o engenheiro Alvaro de Campos).

(x4 h)" = Cha™ + CPa™ 'h + CFa™ %A% + ... + C'h"™.
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Temos Cf = 1 e CT" = n. Podemos reescrever a equacao anterior na forma:
(x4 h)" — 2" = na" " 'h 4+ h2(CH2" 2 + CRa"3h 4 ... + C"h"7?).

Obtemos entao

flx+h)—f(x) (z+h)"—a" _

h N h
nz" 'h+ h*(CHa" 2 + Ca" 3h+ ...+ CIR"2)
- -

= na" 1+ h(CT" 2 + CRa"3h + . 4+ CThT),

Observe que
lim h(Cya" % 4+ C3a" 3h+ ... + C"h"%) =0,

pelo que
h) —
i J@ TR = f@) o
h—0 h
| |
Exercicios

1. Considere a funcio f(z) = 22 + 2z, (r € R). Determine a equacio da recta
tangente ao grafico de f no ponto (—1,—1).

2. Considere a fungao

1 1
e(x):1+x—|—§x2—|—6x3 reR.
Determine a equacao da recta tangente ao grafico de p no ponto de abcissa
zero. Averigie a existéncia de rectas tangentes ao grafico de p com declive
nulo.

3. Mesmo exercicio para a funcao

4. Considere a fungao f(x) = z|z| (x € R). Verifique que f é diferencidvel em
z = 0 e determine o valor da derivada.

5. Verifique que
sin?(z)

cos(z) — 1= “oos(@) +1°

Utilize este facto para provar que a funcao cos(x) tem derivada nula em zero.
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2.2 Propriedades da diferenciabilidade

O préximo teorema é uma consequéncia simples do Lema 1.9 sobre limites.

Teorema 2.2 Sejam f e g duas fungoes diferencidveis em a. Entdo f + g €
diferencidvel em a e, sendo k um numero real, kf € diferencidvel em a. Temos

(f+9)(a)=f(a)+d(a) e (kf)(a)=kf(a).
Tomemos, por exemplo, a fungao
f(z) =2 +2z.

Trata-se de uma funcao diferencidvel pois é a soma de duas funcoes diferencidveis.
Temos

@) = (2% + (2z) =2z +2.

(ver exemplos 2.3, 2.4 ou exercicio 3 da seccao anterior).
De um modo geral, combinando o Teorema 2.1 e o Lema 2.2 obtemos a seguinte
regra de derivagao para polinémios em R.

Corolario 2.3 Seja
p(z) = apa” + ap—12""' + . + a2z’ + a1z + ag

um polinomio de grau n definido em R. FEntdao f € diferencidvel em R e a sua
func¢ao derivada € o polindmio de grau (n —1):

2

p(z) = na,z" ' + (n—1)ap—12"" "+ ...+ ax +a;.

Observagao Observe que duas fungoes distintas f e g, diferencidveis em I, podem
possuir a mesma derivada. Tome o caso

f@)#g(@) e fl(z)=g(x).

De facto, veremos adiante que, dadas duas fungoes f e g, diferenciaveis em I, a
condi¢ao f/(x) = ¢'(x) para x € I equivale & condigao f(z) = g(z) + k em I para
uma certa constante k € R.

Clarifiquemos a relagdo entre a nocao de diferenciabilidade e a nogao de con-
tinuidade definida no capitulo anterior. Comegemos com um exemplo:
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Exemplo 2.5 Seja f(z) = |z|. A funcdo f é continua em 0 (Exemplo 1.13).
Contudo, nao ¢ diferenciavel em 0. Com efeito:

f(z) — (0)

lim = lim — =1, (2.4)
z—0t x z—0t T
€
— f(0
lim fl@) = 1) = lim Jzl =-1. (2.5)
r—0~ X r—0t+ T

Concluimos que (f(x)— f(0))/z nao tem limite em 0. A falha de diferenciabilidade
causada pela diferenca dos limites (2.4) e (2.5) traduz-se, neste caso, pela existéncia
de um “ponto anguloso” do grafico de f em (0,0).

No entanto, podemos afirmar

Teorema 2.4 Se uma funcao f € diferencidvel num ponto a entao ela é continua
em a.

Dem. Utilizando a defini¢ao de diferenciabilidade em a dada por (2.3), escrevemos

f(x) = f(a) + D(x —a) + (z —a)g(z — a). (2.6)
Observe agora que

lim D(zx—a)=0 e limg(z—a)=0 (2.7)

r—a r—a

(recorde que limy 0 g(y) = 0). Podemos concluir de (2.6) e (2.7)

lim f(z) = f(a),

r—a

ou seja que f é continua em a. [ |

Concluimos do resultado anterior a diferenciabilidade de uma funcao f num
ponto requer a partida a continuidade de f nesse ponto. Diz-se neste caso que a
diferenciabilidade é uma nocao mais “forte” do que a continuidade, no sentido em
que a primeira implica a segunda.

Iremos agora deduzir a férmula para a derivagao do produto e da razao de duas
fungGes. Alertamos desde ja para o facto que, geralmente

(fo) # f'd e (;)l#g:.

(compare (22) com (2') - (') e (22/x)" com (x2)'/2"). De facto, tem-se:
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Teorema 2.5 Sejam f e g duas funcgoes diferencidveis em a. Entdo:

(i) fg é diferencidvel em a e

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(ii) Se f(a) # 0 entao % é diferencidvel em a e
1 fl)
(7) ©=-far
i11) Se g(a) # 0 entao L ¢ diferencidvel em a e
(i) !

Y () = f'@g(a) - fa)g'(a)
(g) (a) = 9%(a) '

Dem.
(i) Pretendemos estudar a existéncia do limite

. fla+h)gla+h)— fla)g(a)
h—0 h )

Somando e subtraindo a quantidade f(a)g(a + h) ao nominador, obtemos:

fla+h)gla+h) = fla)g(a) _
h
fla+h)gla+h) = f(a)gla+h) + fa)g(a + h) = f(a)g(a)

h —
fla+h) = f(a) gla+h)—g(a)

Justifiquemos que a expressao (2.8) tem limite em zero. Posto que a diferenciabil-
idade de g em a implica a sua continuidade em a, temos

lim g(a + h) = g(a).

gla+h) (2.8)

Além disso, por hipétese de diferenciabilidade,
gla+h) —g(a)

}1112% f(a—i_hz_f(a) _ fl(a) e }lbllf(l) - :g'(a).

Assim, existe o limite definido em (2.2) e temos

}llli% fla+h)g(a +hh) — f(a)g(a) _ f’(a)g(a) + f(a)g’(a) )

(ii) Como f(a) # 0 e f é continua em a, podemos supor que f estd definida
numa vizinhanga V' =Ja — §,a + §] de a tal que f(x) # 0 para todo o x € V.
Supondo x € V, podemos escrever,

1

S OREO) 1 1
— Zx_a(f(a)—f(ﬂﬂ))m'
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Observe que
1 1 1
lim fla) = f(x))=—f'(a) e lim = .
Mg —q V=@ =21 e i@ ~ P
Podemos entao concluir a existéncia do limite (2.1) e

(7) @

(iii) Aplicando as duas regras anteriores e reduzindo as expressoes fraccionarias
ao mesmo denominador, temos

(5-2) @ = -+ ) (402 = Lol - ol
g

Exemplos

(i) A fungdo polinomial de dominio R f(z) = (1+z + 322 + ;2°)(1 — z) tem
como derivada a funcao

1 1 1 5
flle)=0+z+ =21 -2)—(Q+z+ 2>+ 2% = -z — 22— 223,
2 2 3 6
(ii)) A funcao f(z) = % tem como derivada a fungao f'(x) = _:712. O dominio

de ambas as funcoes é R/{0}.

(iii) A fungdo f(z) = =57 tem derivada

(14 22) — 2(2z) 1— 22

f@="—a12r  ~aror

(indique os dominios de f e f7).

O resultado que segue generaliza a regra de derivacao a poténcias negativas:

Corolério 2.6 Considere a funcao f(x) = xP com p € Z~ e x € R\{0}. Entdo f
¢ diferencidvel em x e
f(z) = pa.

Dem. Posto que p € Z~, escrevemos p = —n em que n € N. Assim

1
flz)=aP =2z =
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Aplicando a alinea (ii) do teorema anterior, temos

n—1 n—1

nx nx ne1—2n Cn)—
o) = =20 = =M = (e — (e,
ou seja
f'(x) = pa?~t.

Observagao Repare que o caso p = 0 nao é tratado no teorema anterior. De
facto, ¥ é a funcao constante igual a 1 pelo que a sua derivada é nula.

Nota 2.3 (diferenciabilidade de fungoes definidas por ramos)
Seja f uma fungao diferencidvel no intervalo |a,b[. Dado xg €]a,b], considere
uma funcdo g e uma vizinhanca V =]zg — €, 9 + €[Cla, b[ de zq tal que

g(z) = f(x) VeeV.
Entao ¢ é diferencidvel em x( e temos

g'(x0) = f'(z0) .

Este facto tem uma justificacao simples. Com efeito, para uma sucessao x, con-
vergente para a, teremos, para certa ordem p

r, €V, VYn>p.

Assim:

§(wo) = lim I =9@0) _ - S@n) = f(wo)
Tp—T0 Ipn — TQ Tp—2T0 Ty — X0

= f'(x0) -

Uma consequéncia desta observacao é a deducgao da formula para a derivada de
funcGes definidas por ramos. Por exemplo, considere

f(z) = {h(x) se x < a,

w(z) sex>a.

em que h é diferencidvel em | — 0o, al e w é diferencidvel em ]a, +oo[. Entao f é
diferencidvel em | — oo, a[U]a, +oof e

h(x) sex<a,

fle)= {w’(az) sex>a.

No ponto # = a nada podemos, a priori, garantir quanto a continuidade ou diferen-
ciabilidade de f. Veremos adiante, como consequéncia de um teorema importante
(Teorema de Lagrange), que a continuidade de f e a existéncia de limites laterais
coincidentes de f’ no ponto a sao suficientes para garantir a diferenciabilidade de
f em a.
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Exercicios

1. Calcule a derivada em x = 1 de

px)=1+z+22+2°+(.)+2.

2. Considere a funcao

f(x)—{% se x#0

0 se =0

Justifique que f nao é diferencidavel em 0 (uma frase apenas).

3. Considere as funcoes f(r) = 22 + 1 e g(x) = 22 — 1. Determine (fg)’ e (5)/

(indicando os dominios em que séo vélidas as derivadas).

4. Considere as fungoes f e g do exercicio anterior. Defina

h(x):{g(a:) se <0,
f(x)g(z)  se x>0

Determine a fungao derivada de h (estude a diferenciabilidade em zero).

5. Suponha que f, definida em V =|a — €,a + €[ (¢ > 0), ndo é continua em a.
Justifique que existe uma sucessao x, convergente para a em V tal que

f(@n) — f(a)

T — Xy

lim

Tp—a

= +400.

2.3 Derivadas de funcoes trigonométricas
e exponencial

Nesta seccao iremos estabelecer a derivada de funcoes ja introduzidas no ensino
secundario.

Comecemos com as fungoes trigonométricas. E razodvel que a derivada de uma
fungao periddica seja ela também uma fungao periédica: se uma fungao f(t) repete
o seu padrao ao fim de um certo intervalo de tempo, também o devem fazer os
declives f’(t) das rectas tangentes ao seu gréfico.

Teorema 2.7 (Derivagao de fungdes trigonométricas)
(i) A funcgao sin(zx) é diferencidvel em R e a sua derivada é

(sin)'(z) = cos(x) .
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(ii) A funcgao cos(z) é diferencidvel em R e a sua derivada é
(cos) (z) = —sin(x) .
(iii) A fungdo tan(z) € diferencidvel em R/{5 +kn: k € Z} e a sua derivada é

1

(tan)(z) = sec?(z) = co2(z)

Dem.
(i) Comegamos por recordar a férmula trigonométrica

sin(a) — sin(b) = 2sin ((zz—b) cos (a —; b) .

Assim ) 5 h fath
E(sm(m + h) —sin(z)) = 7 sin (2> cos <2> .

Observe que

lim cos

—0

(W) = cos(z),

e que, pelo limite notdvel visto no Exemplo 1.11,

Logo .
(sin)'(z) = lim E(sin(x + h) —sin(z)) = cos(z).

—0

(ii) Recordamos a férmula trigonomérica

cos(a) = sin (;T — a) .

Assim,

lim cos(x + h) — cos(x) — lim sin(§ —x — h) —sin(§ — a;)

h—0 h h—0 h

Mudando para a varidvel y = § — = podemos escrever o limite anterior

_ sin(y — h) — sin(y)

lim sin(y — h) — sin(y)

lim - = }lg% — = —cos(y) = —sin(z).
iii) Observe que tan(z) = S5&)  Assim
cos(x)
(tan(z))’ = (sin)'(x) cos(x) — sin(z)(cos) (x)  cos?(z) +sin®*(z) 1
)= cos?(x) N cos?(x) ~ cos?(z)
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Nota 2.4 Dividindo a férmula fundamental da trigonometria
cos?(x) 4 sin’(x) = 1

por cos?(x) obtemos

— = an?(x .
cos?(x) L+ tan™(z), (2:9)

Podemos pois escrever
(tan)(z) = 1 4 tan®(x).

Observe que a fungao tangente satisfaz a seguinte equagao
@) =1+ f2(a). (2.10)

A equagao anterior é dita “diferencial”. A sua incégnita é uma funcao diferenciavel.
Por exemplo, as fungdes de tipo tan(z+c), em que ¢ é uma constante, sdo solugoes

de (2.10).

No préximo resultado relacionamos a derivada da funcao exponencial com o
limite notavel

—1. (2.11)

Teorema 2.8 (Derivagdao da fun¢ao exponencial)
Considere a funcdao f(x) = €®, definida em R. Entdo f € diferencidvel e a sua
derivada €

Jla)=e.
Dem. Por regras conhecidas das poténcias,
et th — et ot eh —1
h h
Assim
, z+h _ _x . h _ 1 . ,
= 1 = 1' = =
fz) B0 h RS0 h ¢ = @)

A funcao exponencial coincide com a sua funcao derivada. FEla soluciona a
equacao diferencial

y' () =y(z). (2.12)
As fungoes que verificam (2.12) tém a seguinte propriedade: a ordenada de um
ponto P no grafico de f indica também o valor do declive da recta tangente.
Existem outras fungoes que satisfazem (2.12). Por exemplo a funcao constante
igual a zero. De facto pode-se demonstrar que todas as solugoes sao da forma:

T

y(z) = ce®,
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em que ¢ é uma constante real (os exemplos mencionados correspondem a ¢ =1 e
a ¢ =0). Assim, o problema diferencial

tem uma unica solugao para cada valor de ¢ fixado.

Nota 2.5 O estudo da funcao exponencial remonta ao século XV II quando foi
estabelecido que, para fungoes de tipo f(z) = a¥, a derivada é de tipo f(z) = ka®
em que k é uma constante multiplicativa. A base a que determina k = 1 é o
numero irracional e ~ 2,718, dito niimero de Neper.

Cabe ao portugués José Anasticio da Cunha a descoberta, em 1790, de que a
funcgao e pode ser considerada um “polinémio infinito”:

1 1 1
e =14ao+-—a¥+ -3+ . 2"+
2 3! n!

De facto, esta caracterizacao fundamental da fungao exponencial estabelece o limite

notavel .
e —1
li =1
o h ’

utilizado na deducao da derivada de e®. No entanto, o estudo desta questao sai do
ambito do nosso curso. O aluno interessado podera consultar o livro Introducao a
Anilise Matemaética de J. Campos Ferreira.

Sugerimos que, com recurso a uma maquina de calcular grafica ou a um pro-
grama de computador de matematica, compare, no intervalo [—1, 1], os gréficos de
f(x) = e* e dos polinémios

p3(x) = 1+x+%x2+éa}3 e ps(z)=1+x+ %xQ—i— éx3+21—4x4+%0x5.
Deste modo poderda constatar a pertinéncia do que acima foi dito.

Terminamos com um pequeno desafio: admitindo que pode derivar termo a

termo o polinémio infinito

_ Loy, 13 Lo,
E(x)—x+§x +§l‘ + .. —i—aa} + .y
verifique que
E'(z) = E(x)

Como consequéncia dos resultados desta secgao, podemos deduzir o seguinte

Corolario 2.9 (Continuidade de fungoes trigonométricas e exponencial) As fungoes
sin(z), cos(xz) e e* sao continuas em R. A funcdo tan(z) € continua em R/

{5 +kn: kel
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Observagao Podera parecer estranho a justificacao da continuidade das funcoes
trigonométricas e exponenciais a partir da propriedade de diferenciabilidade. De
facto, a justificacdo da continuidade poderia fazer-se de modo independente. No
entanto, importa referir que a diferenciabilidade é, do ponto de vista histérico, uma
nocao anterior a continuidade. Matematicos do século XVII e XVIII admitiam
implicitamente a existéncia de rectas tangentes aos gréaficos de funcgoes com que
trabalhavam. No século XIX, o matematico alemao Karl Weierstrass formalizou a
nocao de continuidade e exibiu uma funcao que sendo continua em todos os pontos
de um intervalo, nao era diferenciavel em nenhum deles. O seu grafico descreve uma
linha em que o mesmo padrao estrelado (a lembrar o das fortificagoes abaluartadas
de estilo Vauban) se repete a diversas escalas.

Exercicio Pesquise na net imagens associadas a palavra “fractal”. Poderd obser-
var curvas continuas que nao admitem rectas tangentes em nenhum ponto.

Exercicios

1. Determine o dominio e a expressao da derivada das seguintes funcoes:

tan(x)

filz) =zsin(z) 5 folz) =sin2z) ; f3(z) =

el‘
(recorde que sin(2z) = 2sin(z) cos(x))

2. Verifique que
. 2h—1
lim
h—0

=In(2).
(sugestao: escreva 2 = (). Utilize limite notével.)
3. Determine a fungao derivada de f(z) = 27.

4. Identifique os pontos em que a funcao h(x) = |sin(z)| nao é diferencidvel.

5. Compare no intervalo [0,%] os gréficos de f(x) = sin(x) com o da funcao
polinomial
3 2P
plx) =o— TR

Sugira um polinémio de grau menor ou igual a quatro que aproxime a fungao
cos(z) no mesmo intervalo.

2.4 Derivada da funcao composta.

Comecgemos por enunciar o teorema central desta seccao.
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Teorema 2.10 (Derivag¢ao da Fun¢do Composta)
Seja g uma funcgao diferencidvel em a e f uma funcao diferencidvel em g(a).
Entdo fog € diferencidvel em a e a sua derivada pode ser obtida através da formula

(fog) (a) = flgla)ld(a). (2.13)

Dem.

Comegamos por observar que existe uma vizinhanca V =Ja — €,a + ¢[ de a tal
que fog:V — R estd definida em V' (veja, por exemplo, a demonstragao do Lema
1.14). Pela hipétese da diferenciabilidade de g e f em a e g(a) respectivamente,
podemos escrever, utilizando a caracterizacao de diferenciabilidade (2.3)

gla+h) =g(a)+g'(a)h+ hri(h),
flg(a) + k] = flg(a)] + f'lg(a)]k + kra(k) (2.14)

em que r;(s) (i = 1,2) verifica

lim r;(s) =0.

s—0

Fagamos k = (¢'(a)h + hri(h)), de modo a que
gla+h)=gla)+ k.

Substituindo em (2.14) (nao se assuste com a expressao seguinte), obtemos:

flg(a+h)] = f[g(a) + (¢'(a)h + hri(h))] =

= flg(a)] + [ (a)](¢'(a)h + hri(R)) + (g'(a)h + hri(h))r2(g'(a)h 4+ hri(h)) =

= flg(a)] + f'lg(a)lg'(a)h + p(h)h (2.15)
em que

p(h) = f'lg(a)lri(h) + (g'(a) + r1(h))ra(g (a)h + hry(R)).

Observe que p(h) é tal que limy_,g p(h) = 0. Concluimos entao que f o g verifica
a definigdo (2.3) com L = f’(g(a)) o que justifica a diferenciabilidade de fungao
composta e a férmula (2.13).

No caso de colocarmos a hipdtese adicional da fungdo g ser injectiva, podemos
estabelecer a derivada da composta com um argumento mais imediato. Escrevemos
f(gla+h)) — f(g(a)) _ flgla+h))— f(g(a)) g(a+h)—g(a)

h - gla+h)—g(a) . h ’ (2.16)

(a hipdtese técnica da injectividade visa garantir que o denominador
g(a+ h) —g(a) € diferente de zero.) Como g € diferencidvel em a, temos

gla+h) —g(a)

. o
fim h = 9(a):
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Por outro lado, como g(a + h) — g(a) quando h tende para zero (recorde que a
diferenciabilidade implica a continuidade) temos

 flglath) - flg@) _ . f o
M T g a ) —gla) ey y—gl) W@l

(operdmos a substitui¢ao y = g(a + h)). Assim, resulta de (2.16) e dos limites
anteriores que

flgla+h)) — f(g(a))

1' — ! /
lim - f'lg(a)lg'(a)
o que conclui a demonstracdo neste caso particular. [

Exemplo Considere a funcio polinomial p(x) = (22 + 1)1%°. Podemos exprimir
p(x) como a composta de duas fungdes diferencidveis em R, i.e.

p(e) = flg(x))  emaqueg(a) =a*+1 e f(y) =y"".

Temos
fly) = 100y”° e g (z)=2zx.

Assim
P (z) = f'(g(x))g (x) = 100(z* + 1)*2z.

Exemplo Considere a funcao f(z) = 2*. Escrevemos
f(z) = <eln(2)>z = @2
Podemos derivar f utilizando a regra da funcao composta.

f'(z) = ™ 1n(2) = In(2) 2°.

Exercicios

1. Determine a derivada da funcio f(z) = sin(z?).

2. Determine a derivada da funcao f(z) = 3*.

3. Determine a derivada da funcdo f3(z) + ¢/(*) tomando como f as funcdes
utilizadas nos exercicios anteriores.
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2.5 Derivada da funcao inversa.

Abordemos agora a questao da diferenciabilidade da funcao inversa. Recordamos
que quando uma funcio f : A — B é bijectiva podemos definir f~! : B — A
através da relacao

) =2 se e s0 se y=f(z).

A funcdao f~! é designada por inversa de f (atencdo: nao confunda f~!, a in-
versa para a lei de composi¢ao de fungdes, com ﬁ, a funcao inversa para o
produto de fungoes). As fungoes estritamente mondtonas sdo um caso particular
de funcoes injectivas. No caso de fungbes continuas num intervalo, resulta do
Teorema do Valor Intermediario que a injectividade equivale & monotonia estrita.
Convidamo-lo a rever a secgao “Para ir um pouco mais longe” do capitulo anterior
em que procedemos a caracterizacao da inversa de funcoes continuas, estritamente
mondtonas em intervalos compactos.

Teorema 2.11 (Derivacao da Fung¢dao Inversa) Suponha f estritamente mondtona,
continua em I = [a,b]. Seja x¢g um ponto interior de I tal que f € diferencidvel
em xq e f'(xg) # 0. Entdo a fun¢do inversa

e [c,d] — a,b] (c =min{f(a), f(b)}, d = max{f(a), f(b)})

é diferencidvel em yo = f(xg). Nesse ponto, a derivada pode ser obtida através da

formula
(1) ) = s (2.17)

Dem.
Posto que x €]a, b[, necessariamente yo = f(zg) €|c, d[. Podemos entao estu-

dar o limite
W - )
y—f (o) y — f(xo) '

Tomando uma sucessao y, — f(xo) com {y,} C [¢,d], podemos escrever, pela
continuidade da func¢ao inversa

Yn = f(xn) ) em que  Tp = f_l(yn) € Tp — f_l(f($0)) =Zo-

Assim
lim S ) = F71(f (20)) ~ lim FH(f(@a) = 71 (f(20)) _
yn—f(z0) Yn — f(0) Tn=T0 f(zn) — f(20)
~ fim nz% 1 (2.18)
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Nota 2.6 Este resultado pode ser interpretado geometricamente. Recorde que o
grafico de f e de f~! sdo simétricos em relacdo & bissectriz dos quadrantes impares.
No ponto (xo, f(z0)), o grafico de f admite uma recta tangente r com declive
f'(z0). Por simetria, o grafico de f~! admite uma recta tangente r* no ponto
(f(z0),zp). Observe que r e r* sao simétricas em relagdo a primeira bissectriz.
Assim, os seus coeficientes directores sao inversos (justifique). Concluimos que o

1
I (o)

declive de r* é

ou

(1) G = Fs -

Nota 2.7 A férmula (2.17) é extensivel ao caso de fungoes f com dominios ou
contradominios nao compactos.

Exemplo 2.6 (Derivada da fungdo raiz quadrada) A funcado raiz quadrada, que
denotaremos aqui por r(x), é definida como a a inversa da funcao

f:[0,+00l— [0, +00] ozt

Observe que para todo o xg > 0, a fungao f encontra-se nas condigoes do Teorema
anterior. Podemos entao calcular

/
fil f To)) = )

WD) = o)

1
! 2
rlzg) =-—.
( ) 21‘0

De modo a exprimir a derivada da raiz numa variavel livre, operamos a mudanga
y = x3 o que implica

ou

1'0:\/]7.

Podemos entao escrever

ou alternativamente —(y/z) = —~.

|
T(y)—m dr N

Exemplo 2.7 (Derivada da fun¢ao raiz de ordem n)
Dado n € N, considere a fungao

1
9W) =Yy=yr, y=0.
A funcao g é a inversa da fungao

f(z) =2a" x>0.
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Observe que, para a > 0, f estd nas condigoes do Teorema 2.11. Podemos entao
calcular a derivada ¢’ no conjunto dos reais positivos. Escrevemos, para y = x"

1 1
/ — p—

J(y) = m T a1
Mudando, no tltimo membro, a varidvel para y = 2" (ou equivalentemente x =
gﬁ)7 temos:

1 1 1 1 1
gl(y): o1 = 1_l :Eyn .
)

Alternativamente, escrevemos

d /1 1 1 1y/ 1
—(xn):—xn ou (:Un) =xn .
dx n
Exemplo 2.8 (Derivada da fung¢do poténcia x*)

Como consequéncia desta regra, podemos estabelecer que, para qualquer racional
r # 0 e para qualquer z > 0

(z") =ra" 1.

Supondo r = g, escrevemos
1
" = (aP)a .
Aplicando a regra de derivagao da fungao composta e o Exemplo 2.7, obtemos
1N/ 1 1_q 1 P 24
(27 = ((@P)1) = = (@P)i " part = Lot
(@) =3 .
A regra permanece valida para z® com z > 0 e a € R/{0}. (A justificacao do

resultado geral sai do ambito deste curso.)

Exemplo 2.9 (Derivada da funcgdo logaritmo logaritmo).
A fungao In(y) é a inversa da fungao exponencial e®. Aplicando o Teorema
2.11, obtemos, para x € R,
1
/
(In)" (&) = =
Mudando para a variavel y = e*, podemos concluir
1

() ()=

Exemplo 2.10 (Derivada das fungées trigonométricas inversas)
Consideremos a fungao

y~aresin(y),  ye |11,
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a inversa da fungao seno restrita ao intervalo [-7,7]. Sabemos que para z €

] =%, 51, temos (sin)’(x) = cos(x) # 0. Podemos aplicar o Teorema 2.11 e concluir,

para y = sin(x),
1 1
(sin)/(z)  cos(z)’
Observando que, pela férmula fundamental da trigonometria (e pela hipétese x €
] =%, 5[), temos cos(z) = /1 — y?, podemos concluir
1
(arcsin)' (y) = ——— ye]—1,1].

VT

Com um raciocinio semelhante se demonstra

d .
o (arcsin)(y) =

(arccos) (y) = ———= y €] —1,1].

(convidamo-lo a verificar este resultado)

Exercicio Verifique que para a fungao y ~ arctan(y) com y € R, tem-se

1

tan) (y) = )
(arctan)(y) =

(utilize a relacdo 1/ cos?(x) = 1 + tan?(x)).

Observacao A aprendizagem da matematica deve mais & compreensao do que
ao simples decorar de factos, regras ou férmulas. A compreensao suscita uma
memoéria viva, disponivel quando dela necessitamos.

No entanto, existem algumas excepgoes a este salutar principio. Por exemplo,
a aprendizagem da tabuada no ensino preparatério: a tabuada “bem sabida de
tras para a frente” permite efectuar a multiplicagao e divisao de ntimeros grandes.

Algo de comparavel se passa com as regras de derivagdo. O aluno que au-
tomatiza o seu uso estd mais apto a resolver problemas que envolvem o estudo de
fungoes, livre de tropegoes técnicos nos calculos.

Importante: o conhecimento “instintivo” das regras de derivacao permite efec-
tuar a primitivacdo de fungoes, assunto ao qual nos dedicaremos no proximo
capitulo.

Exercicios

1. Verifique que f(z) = 2z + sin(x), definida em R, admite inversa f~!, difer-
enciavel em R. Determine (f~1)' (0).

2. Considere a fungio g(x) = 2® + 2. Determine a fungdo inversa g~! e indique

os pontos em em g~ ! ndo é diferencidvel. Verifique que (3,1) pertence ao

d
grafico de g~ 1. Calcule —9(3) de dois modos distintos: derivando g~! em

dy
y = 3; usando o Teorema 2.11.
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3. Considere a fungao definida no intervalo [—1, 1] por
f(z) = cos(arcsin(x)) .

Verifique que para x €] — 1,1]

fl(a) = -

T

Obtenha esta férmula de dois modos: a) Pelo Regra da derivada da funcao
composta; b) mostrando que f(x) = v/1 — z? e derivando.

4. Escreva, de memoria, a derivada das fungoes exponencial, logaritmo e trigonométricas
inversas. Confirme.

2.6 Aplicacoes da derivada ao estudo
de funcoes.

Comegamos por recordar a nocao fundamental de maximo relativo.

Definicao. Seja f : [ — R. Diremos que f tem um maximo relativo em
xo (ou que f(xp) é um méaximo relativo de f) se e sé se existir uma vizinhanga
V =]zg — €,z + €[ tal que

Vee VNI,  f(z) < flxo). (2.19)

No caso da propriedade anterior ser verdadeira para todo o x € I, diremos que f
tem um maximo absoluto em z.
Se a segunda desigualdade em (2.19) for estrita, i.e.

Vee (VNI\{zo},  f(z) < f(zo). (2:20)

diremos que f tem em zp um maximo relativo estrito (ou absoluto).

De forma semelhante se definem as nogoes de minimo relativo estrito (ou
absoluto).

De um modo geral, diremos que f tem em xy um extremo relativo quando
atinge nesse ponto um méximo ou um minimo relativo (eventualmente, absoluto
ou estrito).

No caso das fungoes diferencidveis, a ocorréncia de um méximo (ou de um
minimo) num ponto interior de um intervalo implica que a recta tangente ao grafico
nesse ponto é horizontal. Este facto estd na origem da descoberta da fungao
derivada. Foi no contexto da procura de um tempo minimo de trajecto para um
raio de luz atravessando dois meios distintos que o matematico-advogado (sim, é
verdade...) do século XVII, Pierre de Fermat, se lembrou de calcular a férmula
para os declives das rectas tangentes em todos os pontos de um grafico.
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Teorema 2.12 Seja f uma fun¢ao diferencidvel em |a,b| e suponha que f atinge
um mdzimo (ou minimo) relativo em ¢ €]a,bl. Entdo f'(c) = 0.

Dem. Pela definicao de méximo relativo, existe uma vizinhanga V' =]z —e, xo+ €[
tal que
VeeV, @) <.

Consideremos (x,) uma sucessdo convergente para ¢ com termos em V tal que
ZTn > ¢ para todo o n € N. Posto que

flxn) = f(e) <0 e @, —c>0,

podemos concluir que

P (CARY (I

Tp—ct Tp —C

Por um raciocinio semelhante, se considerar-mos em V' uma sucessao z, — c tal
que z, < ¢ concluimos que

f’(C) — lim f(zn) = f(c)

Zp—C~ Zn — C

>0.

Resulta das desiguladades anteriores que f’(c) = 0.
No caso de f possuir um minimo relativo em xq, aplique a conclusao anterior
a fungao g(z) = —f(z). |

Nota 2.8 O anulamento da derivada num ponto nao garante que este ponto seja
extremo da funcdo. Observe que no caso da funcdo de finida em R por f(z) = 3,
a funcgdo derivada f/(r) = 322 anula-se em zero. Porém, f nio tem médximo nem

minimo nesse ponto: a funcao cubica é estritamente crescente no seu dominio.

Os pontos em que ocorre anulamento da derivada sao designados pontos esta-
ciondrios. Assim, no caso de fungdo f(x) = 23, zero é ponto estaciondrio mas

nao é extremo relativo.

Nota 2.9 Pode ocorrer que uma funcao nao seja diferencidvel num extremo rel-
ativo. Por exemplo, considere a funcdo f(x) = |22 — 1|. O gréfico de f pode ser
obtido a partir da pardbola y = 22 — 1 rebatendo o arco situado abaixo do eixo
dos x para o semi—plano superior y > 0. Nos pontos —1 e 1, a fungao f tem dois
minimos absolutos. Mas f nao é diferenciavel nesses pontos.

Definigao. Uma funcao f definida num intervalo I diz-se crescente se e sé se

le, ro €l x1 <19 = f(.il?l) < f(.TUQ) . (2.21)
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A funcao f diz-se decrescente se e s6 se
Ve, 20 €1 11 <10 = f(:L‘l) > f({L‘Q) . (2.22)

Observe que uma funcao constante é simultaneamente crescente e decrescente.
Distinguiremos os casos

Ve, xe €1 a1 <19 = f(l'l) < f(.%'g) . (2.23)

Ve, xo €1 x1 <19 = f(lj) < f(.%‘g) . (2.24)

referindo que f é estritamente crescente ou que f é estritamente decrescente.

O estudo do sinal da funcao f’, derivada da fungao f, é da maior importancia
para a determinacao dos intervalos em que f é mondtona (crescente ou decres-
cente) assim como dos pontos em que f atinge maximos ou minimos. Com efeito,
observamos, que num intervalo I em que a funcao f é crescente, as rectas tan-
gentes ao grafico tém declives positivos (ou nulos) devendo por isso a derivada ser
nao-negativa em I. Uma conclusdo andloga deve ser extraida para os intervalos em
que f decresce. Esta observacao empirica serd justificada com rigor mais adiante.
Por ora, enunciaremos sem demonstracao o seguinte:

Teorema 2.13 Seja f uma funcao continua no intervalo [a,b] e diferencidvel em

la,b[.

(i) Se f'(z) > 0 (f'(x) > 0) para todo o x €|a,b[, entdo f é crescente (estri-
tamente) em [a,b).

(ii) Se f'(x) < 0 (f'(z) < 0) para todo o x €]a,b], entio f € decrescente (es-
tritamente) em [a, b).

(iii) Se f'(xz) =0 para todo o x €|a,b|, entao f € constante em [a,b].

Nota 2.10 As conclusées formuladas no Teorema anterior de crescimento (de-
crescimento) estrito permanecem verdadeiras se admitirmos que f’(x) > 0 excepto
num numero finito de pontos do intervalo. Obviamente, o anulamento da fungao
derivada num conjunto de pontos “massico” impede a monotonia estrita da funcao:

veja, por exemplo,
0 se x < 0,
=12,

T se x> 0.

Nota 2.11 Observe que no teorema anterior nao é formulada qualquer hipotese

sobre a existéncia de derivada nos extremos do intervalo. Por exemplo, a funcao

1
f(x) = \/z é crescente em [0, +oo[ por ser continua e f'(z) = —= > 0 para todo

2Vx

ox > 0.
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Exemplo 2.11 Estudo da monotonia da funcio f(z) = |2? — 1|.
Observe que a fungao f é continua (trata-se da composta de duas fungoes
continuas). Podemos definir f por ramos:

22 -1 sexz?—1>0,
f((l?): 2 2
1—=x se x —1<0.

Assim
22 -1 sex<-—1,

fl@)=X1-2%2 se—-1<z<l,
2 -1 sel<az.
A fungao f é diferenciavel em R/{—1,1} (ver Nota 2.3). Calculamos
2x se x < —1,
fllz) =2 -2z se—-l<xz<l,
2z se 1 <.

Posto que f é continua em | — oo, —1] e f’ é estritamente negativa no interior
deste intervalo podemos concluir que f é estritamente decrescente em | — oo, 1].
Por um raciocinio semelhante, podemos afirmar que f é estritamente crescente no
intervalo [1, +oo[. Finalmente, f'(0) =0 e

f(x)>0 sexe€]—1,00 e f'(z)<0 sewx€l0,1].

Podemos ent@o concluir que f é crescente em [—1,0], decrescente em [0,1]. Nos
pontos a = —1 e b=1 f tem dois minimos absolutos. Em = =0 f tem um ponto
estaciondrio que é maximo relativo.

Exercicios

1. Considere a funcio quadratica definida em R por f(z) = az? — bz. Determine
a abcissa do vértice da pardbola que representa f usando a derivada f’.

2. Estude os intervalos de monotonia de f(z) = 23 — 222 + z.
3. Considere f(z) = 23 —ax+x. Determine os valores de a que tornam f crescente.

4. Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b].
Considere g(z) = ef/(®). Verifique que f e g atingem os respectivos méaximos
e minimos nos mesmos pontos de [a, b].

5. Seja f uma funcao definida em [0, +oo[ verificando a relacao diferencial
fl(@) =sin(f(z))  f(0)= 7.

Procure delimitar o contradominio de f.
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2.7 Aplicacoes da segunda derivada ao estudo
de funcoes.

Nesta seccao consideramos fungées f definidas num intervalo I que possuem se-
gunda derivada nos pontos interiores desse intervalo. Isto é, funcgoes f para as
quais f’ é ela prépria diferencidvel. Nesse caso, denotamos

f// — (f/)/

e designamos f” por “segunda derivada” de f.
O resultado seguinte é apenas uma adaptagao do Teorema 2.13.

Teorema 2.14 Seja f uma fungdo duas vezes diferencidvel em |a, bl.

(i) Se f"(x) > 0 (f"(x) > 0) para todo o x €la,b|, entio [’ € crescente (es-
tritamente) em ]a, b.

(it) Se f"(x) <0 (f"(x) < 0) para todo o x €la,b|, entao f' é decrescente (estri-
tamente) em ]a, b|.

(iii) Se f"(x) =0 para todo o x €|a,b[, entao f' é constante.

Nota 2.12 (Convezidade, Concavidade)

O crescimento da funcao f’ num intervalo aberto I é designado por convexi-
dade da funcao f em I. Geometricamente, observa-se uma “concavidade voltada
para cima” do seu gréafico. O decrescimento da funcao f’ em I é designada por
concavidade de f em I. No seu grafico observa-se uma “concavidade voltada
para baixo”. No caso de f’ ser constante num intervalo, entao f é uma funcao
linear.

A convexidade de uma funcao duas vezes diferenciavel num intervalo aberto I
pode ser caracterizada do seguinte modo (cuja justificagdo omitimos para ja) :

Quando a segunda derivada é nao negativa em I, o grafico de f estd sempre
por cima das rectas que lhe s@o tangentes.

Analiticamente, esta propriedade pode ser formulada do seguinte modo: para
qualquer xg no interior de I, temos

f(@) = f(xo)(x — wo) + fwo)  Vzel.

De forma equivalente, quando a segunda derivada é nao positiva em I, o grafico
de f estd por baixo das rectas que lhe sao tangentes, traduzindo-se analiticamente
esta condigao por

f(@) < fl(@o)(z —x0) + f(zo)  Vzel.
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Em certos casos, podemos fazer uso da segunda derivada num ponto esta-
ciondrio para determinar a sua natureza.

Teorema 2.15 (Teste da sequnda derivada)
Seja f uma fungao duas vezes diferencidvel numa vizinhanga Ve(xg). Suponha
que f'(zo) =0 e que " é continua em Ve(xp).

(i) Se f"(xg) > 0 entdo f tem em xy um minimo relativo estrito.

(i1) Se f"(xo) <0 entdo f tem em xo um mdximo relativo estrito.

Dem. Faremos apenas a demonstracao no caso (i) (o outro caso pode ser justifi-
cado de forma semelhante). Como f”(zg) > 0 e f” é continua, podemos considerar
uma vizinhanga V. C V(o) de z¢ tal que f”(x) > 0 para todo o = € V.. Con-
cluimos que f’ é estritamente crescente em V. Em particular

fl(z) <0 Va€lzg—¢€,x[ e  f(x)>0 Vzx €|z, xo+¢€].

Assim f é estritamente decrescente em [xg — €,xg] e estritamente crescente em
[0, o + €]. Em particular, possui um minimo relativo estrito em x. [

Nota 2.13 Repare que o teste da segunda derivada nao determina a natureza do
ponto estacionario no caso de segunda derivade ser nula nesse ponto. Considere
os exemplos

A=z, fole) = -z,  fa(z)=2>.

Em todos eles verifica-se a condi¢ao f/(0) = f/(0) =0 (¢ = 1,2,3). No entanto,
f(0) = 0 é um minimo relativo de fi, um méaximo relativo de fy e ndo é minimo
nem maximo relativo de fs.

Introduzimos a nocao de ponto de inflexdo de uma funcao.

Definigao. Seja f uma fungao duas vezes diferencidavel num intervalo I e seja xg
um ponto interior de I. Diremos que zg é ponto de inflexdo de f se zg for um
extremo relativo estrito de f.

Nota 2.14 Geralmente, detectamos um ponto de inflexao xy usando o seguinte
critério:
f"(z0) =0 e f” troca de sinal em x .

Por exemplo, o ponto zero é ponto de inflexdo de f(x) = x® 4+ = mas ndo é ponto
de inflexdo de g(r) = x%.

Geometricamente, num ponto de inflexdao ocorre a alteragao das concavidades
do grafico de f. Por exemplo, na trajectéria de um motociclista, o ponto de
inflexao corresponde, entre curva e contra curva, ao instante em que o motociclo

passa pela posicao de prumo.
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Exercicios

-

. Mostre que —1 e 1 sao pontos de inflexao da funcao definida em R por
f(z) =In(1+2?).

. Determine os pontos de inflexdo da funcio definida em R por f(z) = x2e?.

w N

. Mostre que qualquer polinémio de grau 3 possui um e um sé ponto de inflexao.
Para tal, considere um qualquer elemento da familia dos polinémios de grau
3 representado pela expressao

p(x) = 03353 + a2x2 +aix+ay emque azF0.

4. Considere uma fungdo f continua em [a,b], duas vezes diferencidvel em ]a,b[
tal que
f(x) <o, YV €a,b|.

Suponha que em certo ponto xg €a, b| tem-se f’(x¢) = 0. Justifique que
f'(z) <0, Va € [xo,b].
O que pode concluir sobre a monotonia de f em [z, b]? E em [a, z¢]?

5. Considere uma fungao f continua em [a,b], duas vezes diferencidvel em ]a, b[
tal que
f//(ﬂ?) S 0 s Ve E]a, b[ . it sounds familiar...

Justifique que f nao pode atingir um minimo num ponto interior, a nao ser
que f seja constante em [a, b].

6. Considere uma fungao f continua em [a, b], duas vezes diferenciavel em |a, b]
tal que
f,/(x) S O 5 Vx G]CL, b[ . ja vi isto algures...

Suponha que f(a) = f(b) = 0. Justifique que

f(z) >0 Vz €la,b ou f(z)=0 Vz€la,b].

2.8 Aplicacgoes praticas da derivada.

2.8.1 A funcao logistica.

Trataremos aqui de utilizar a andlise matemética para estudar (e prever) um
fenémeno descrito por uma lei de evolugao (fisica, biolégica, econémica) que condi-
ciona uma funcao real de variavel real. Por exemplo, se considerar-mos o problema
do crescimento de uma populagdo, podemos considerar a funcao P(t) que indica
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o numero de individuos como fungao do tempo. Se admitir-mos um modelo em
que P é diferencidvel (claro estd, com reserva quanto ao significado de termos uma
populacao de 10,3 individuos num certo momento) ¢é razoavel formular a seguinte
lei evolutiva

P'(t) = kP(t), (2.25)
em que k é uma constante real. De facto, a taxa de crescimento de uma populacao
(isto é, o nimero de nascimentos por unidade de tempo) é proporcional ao niimero
de individuos que constituem essa populagdo. Uma equagao como (2.25) é desig-
nada por equagao diferencial. A sua incognita é uma funcao real de varidvel real
diferencidvel. No caso da equagao (2.25), as solugoes sao fungoes de tipo

P(t) = Pyet,

em que Py é a populagdo no instante t = 0. Todavia, este modelo pode ser
aperfeicoado. De facto, uma populacao biolégica ndo aumenta para infinito: pro-
gressivamente, a escassez de alimentos limita a sua taxa de crescimento. Podemos
entao corrigir o modelo e formular a seguinte lei evolutiva:
k

(1) = 7p)(L = p(t)- (2.26)
A constante L deve aqui ser interpretada como o limite superior para o nimero de
individuos que o meio ambiente consegue suportar. A equacao anterior é designada
por equacao logistica ou de Verhulst. Para valores de p(t) perto de zero, temos

® p)(L —p(1) =~ k(t).

Neste caso a equagao (2.26) assemelha-se fortemente a equagao (2.25). Ou seja,
quando a populacao é reduzida o crescimento é pouco condicionado pela existéncia
de alimento: a lei de crescimento é de tipo exponencial. Porém, quando a pop-
ulacdo se aproxima do limite superior L, o segundo membro de (2.26) aproxima-
se de zero. O crescimento populacional desacelera, tornando-se quase nulo. As
solugoes da equagao (2.26) sao fungdes de tipo
L
p(t) - 1—|—A€_kt N
No caso de um modelo populacional, a constante A é positiva e determinada pelo
valor de p no instante inicial ty. Estas fungoes sao designadas por fungoes logisticas.
Justifiquemos parcialmente esta afirmagao. Derivando p, obtemos

LAkekt
') = ——MM—— . 2.2
PO = oo (2:27)
Por outro lado, calculamos
k k L L
“p(L—-pt) = ~ ———— (L—- ——— ) =
7 PO —p(t) L1+Ae—kt( 1+Ae—kt>

k ( LA™ )  LAke™ (2:28)

L+ Ae kM \ 1+ Ae k| — (14 Aekt)2"
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De (2.27) e (2.28) podemos concluir que as fungdes p(t) sao solugdes de (2.26).

Nao existem outro tipo de solugdes de (2.26) para além das fungdes deste tipo

(podendo, na sua maior generalidade, as constantes tomar valores em R). Esta

questao serd abordada na segunda parte da matéria, através da nocao de primitiva.
Observe que, sob as hipdteses L >0, k > 0e A > 0, tem-se

p(t)>0 VteR,

pelo que as fungoes logisticas sao estritamente crescentes em R. Estudemos agora
as concavidades do seu gréfico. Utilizando a relacao (2.26), calculamos

P = (7P -p(®)) =] PO - p(0) - ()]

ou "
p'(t) = 77 (O(L = 2p(1)) .
Podemos entao concluir, pelo crescimento estrito de p(t), que

L
p'(t) >0 se p(t) < 3 (concavidade para cima),

L
p'(t) <0 se p(t) > 3 (concavidade para baixo) .

Assim, existe um ponto de inflexao do grafico de p(t) no ponto ty tal que p(ty) =
L/2. Equivalentemente: a taxa de natalidade p/(t) é méxima no instante ¢y em
que a populagao atinge metade da capacidade L do meio ambiente. Resolvendo

L L

14 Aekt — 27
obtemos ty = In(A)/k.

2.8.2 Problemas de optimizacao
1) Optimizacao de um depésito cilindrico.

Pretende-se construir um depdsito de forma cilindrica com um volume interno
de um metro ciubico. O custo do depdsito € determinado pela quantidade de ma-
terial necessdrio a sua construcdo. Por sua vez, este depende da drea exterior
do depdsito. A base circular e a superficie lateral (rectangular), sujeitas a maior
pressdo, sao formadas por uma parede com um triplo da espessura da tampa cir-
cular. Quais as dimensdes que minimizam o custo do depdsito?

Com vista a resolucao analitica deste problema, comecamos por traduzir os
dados em linguagem matematica. A condigdo sobre a forma e volume do depdsito

escreve-se
rlh =1, (2.29)



2.8. APLICACOES PRATICAS DA DERIVADA. 59

em que r é o raio da base e h é a altura do depdsito. O custo C' do depdsito é
proporcional a quantidade de material empregue e portanto ao valor da seguinte
“area ponderada’”:

C = 3(wr? + 27wrh) + 72

Observe que a expressao entre paréntesis representa a area da base e da superficie
lateral. A multiplicagdo por trés advem da condicdo da espessura da parede ser
al o triplo da espessura do tampo. A quantidade C' é geralmente uma fungao nas
varidveis r e h que poderfamos escrever na forma C(r, h). Todavia, a condigao
(2.29) impoe uma depéndencia das varidveis, a saber

1

mre’

h=h(r)=

O custo C pode entao ser calculado apenas como funcgéo de r, o raio da base,
através da féormula
1 6
C(r) = 4nr® + 6mr <2> =drr? 4 =,
r r
Embora a funcao C(r) esteja definida em R/{0}, convem restringir o seu dominio
a R, onde a varidvel r representa a medida positiva de um raio. Derivando, temos
6 2
! _ _ 3
C’(T)—87Trfr—2—r—2(47rr -3).

O sinal de C’ é determinado pelo sinal de (4773 — 3). Temos
C'(ro) =041 =3 =019 = (4%/3)_% .
Posto que (4713 — 1) é estritamente crescente na variavel r, temos
473 —1 <0 para 7 <1 e 473 —1>0 para 7> 719.

Assim, a funcao C' decresce em |0, rg], cresce em [rg, +00[ tendo em o = (47/3) 3

o seu minimo absoluto. As dimensoes do depédsito deverao ser

T = (477/3)_% ~ 0,62 m e ho = 7T_1(47T/3)% ~ 0,82 m.

Nota 2.15 (Derivagdo Logaritmica)
Introduzimos um método de calculo de derivadas que serd 1til no exemplo
seguinte. Este método é designado por derivacio logarftmica.! Dada uma funcio

!Trata-se de um método 1itil na derivacdo de expressdes que envolvem produtos, razdes
e poténcias. Recordamos as boas propriedades da funcao logaritmo: a funcao logaritmo
converte produtos de niimeros positivos em somas, divisdes em subtracgoes, poténcias em
multiplicagdo por escalar. Ora as regras de derivagdo para a soma, diferenca ou multi-
plicagao por escalar sao bem mais simples do que as suas congéneres para o produto, razao
ou poténciagao.
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positiva h(t) temos, pela derivagdo da composta de duas fungoes,

(i) = )
Equivalentemente, podemos escrever
h'(t) = h(t)(In(h(t))) . (2.30)

Como supusemos h(t) positiva, o sinal da derivada h’ (logo, a monotonia de h) é
determinado pelo sinal da expressao

(In(h(t)))"-

Apliquemos esta técnica a funcao definida em R

ho) = (In(h(t))) = <ln <(1+26_t)2>> = (1n(2) —t—2In(1+ 2e_t))/ =
4e~t 2et—1

+ 142t 142t
(2.31)

-1

Assim .
2e " —1
B (t) =h(t)=———-.
() =hi)
Posto que h é positivo, o sinal de h'(t) é determinado pelo sinal de

2¢t—1
14+et’

—t

ou, mais simplesmente, pelo sinal do denominador (2e~* — 1) (porqué?).

2) Optimizagao da area de um triangulo.

Pretende-se construir o triangulo isdsceles de menor drea contendo o circulo
trigonométrico. Utilizaremos a hipotese das arestas do triangulo serem tangentes
ao circulo.

Seja P := (cos(f), sin(#)) um ponto do primeiro quadrante do circulo trigonométrico
C. Consideremos a recta r tangente a C no ponto P. A recta r intersecta o eixo das
abcissas num ponto que denotaremos por P;. Também intersecta a recta x = —1
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num ponto que denotaremos por P, (sugerimos que faga um esbogo). Seja Pj o
simétrico de P» em relagdo ao eixo das abcissas. O tridngulo Py P, P) é isésceles,
contem o circulo trigonométrico no seu interior, sendo as suas arestas tangentes a

C.

O nosso objectivo é encontrar o valor de § €]0 5[ para o qual a area de PP, P
atinge um minimo.

Por forma a calcular a area do triangulo como funcao de 6, determinemos as
coordenadas de Pj, P, e Py como fungao de 6. A recta r, tangente ao circulo
trigonométrico no ponto P, tem como por equagao cartesiana

(x — cos(#)) cos(#) + (y — sin(P)) sin(f) =0

(recorde que a recta r tem como vector normal OP = (cos(f),sin(@)) e passa em
P). Simplificando:
cos(f)x +sin(f)y = 1.

A abcissa x1 de P; é solucao da equacao

1
~ cos()

cos(@)x; =1 ou = sec(),

donde P; = (sec(6),0). A ordenada y de P é solugao da equagao

(—=1)cos(f) +sin(O)y2 =1,

ou
1+ cos(6) < 1+ cos(&))
b2 sin(6) donde P " sin(6)
A area do triangulo pode pois ser calculada através da férmula
1 1 + cos(f) < 1 ) (1 + cos(0))?
A0) = = |BP||PQ| = 1)=—F——7+—. 2.32
() 2| ey sin(6) cos(6) + cos(0) sin(0) (232)

em que 6§ € |0, 5 [. O célcula da derivada de A ¢ simplificado pelo uso da derivagao
logaritmitica. Temos

In(A(f)) = 2In(1 + cos(f)) — In(cos()) — In(sin(0))

(confirme que todos os termos da expressao estdo bem definidos). Temos entao,
pela férmula (2.30),

—2sin(0) | sin(d) 008(9)> _

A'0) = A®) (1 +cos(d)  cos(f)  sin(6) (2:33)

Posto que A(f) > 0, o sinal da derivada é determinado pelo sinal da expressao
entre paréntesis. Somando as fracgoes e reagrupando termos, obtemos
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—2sin(0) N sin(9)  cos(6) _

1+ cos(f)  cos(f) sin(0)

—25in?(#) cos(#) + sin?(0) + sin?(0) cos(d) — cos? () — cos(6)

(1 + cos(0)) sin(0) cos(6)

—sin?(6) cos(6) — cos?(#) — cos?(6) + sin?(6) _
(14 cos(0)) sin(0) cos(0)

—(sin?(8) + cos?(0)) cos(8) + sin?(6) — cos?(6)
(1 + cos(0)) sin(0) cos(6)

— cos(0) + sin?(0) — cos?(6)

- (1 + cos(0)) sin(f) cos(6) (2.34)

Posto que o denominador de (2.34) é positivo (recorde que 6 €]0, 7/2[) estudamos
o sinal do nominador

f(8) = — cos(f) + sin() — cos?(6),
que, através da férmula fundamental da trigonometria, se converte em

f(0) = —2cos*(0) — cos(f) + 1.

Observe que f é a composigao da fungdo coseno (restrita a ]0, F[) com a funcao

quadrética g(x) = —22? —x + 1. A funcdo g tem concavidade voltada para baixo
e anula-se em
1+v9 19 1

7—1 p— p— .
A ¢ n 4 2

Trog — — -
Assim, g é positiva em |zg, x1[ e negativa em R/{[xg,x1]}. Fazendo x = cos(d),
podemos pois afirmar

F(6) = g(cos(#)) >0 para 0<cos(0) < 5. ou e |7 7]

1
f(#) <0 para §<cos(9)<1, ou 06}0,7;{.

A fungao A(f) é decrescente em |0, 5[, crescente em |5, 5[, atingindo o seu minimo
absoluto em 0 = %.
Convidamo-lo a verificar que o triangulo correspondente a 6 = % ¢ equildtero.

2.8.3 Caminhos em R?

Um caminho em R? é uma aplicacdo f, de um intervalo I de R para o plano R?,
ie.
I =R A (n(t),12(t)
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As fungoes v1 ,v2 : I — R, sao designadas por fun¢des componentes de . Diremos
um caminho v continuo em I se ambas as fungoes 7y, e o forem continuas em 1.

Exemplo O grafico de uma funcao ¢ : I — R real é a imagem do caminho
v I — R2 t~ (t,g(t)).

Designamos por trajecto a imagem de um caminho, isto é o subconjunto do
plano
Y(I):={(z,y) ER*: 3 €T talque z=tey=g(t)}.

Caminhos distintos podem possuir o mesmo trajecto. Por exemplo, os caminhos
h(t) = (3,15 e w(t)=(t,t*)  parate[0,1]

efectuam o mesmo trajecto, neste caso, seguindo a parabola y = 22, embora para
t €]0, 1] tenhamos h(t) # w(t). Se t designar uma varidvel temporal, um caminho
descreve o movimento seguido por uma particula. Assim, o comentdrio anterior
traduz a ideia que duas particulas distintas podem efectuar o mesmo trajecto com
“velocidades diferentes”.

Quando as fungoes componentes de um caminho sao k-vezes diferenciaveis com
a k-ésima derivada continua, o caminho ~ diz-se de classe C*.

Definigao. Seja
viI—=R A (n(t), (1)

um caminho de classe C! e ¢ty um ponto interior a I. Designamos por velocidade
de ~ no ponto ¢ty o vector

Y (to) = (71 (t0), 15(t0)) -

Observe que 7/ é também uma aplicacio de I em R?. O facto de a designarmos
por vector esta relacionado com a interpretacao fisica desta aplicacao. Se colocar-
mos a origem do vector livre ¥ = (7] (t0),75(t0o)) no ponto v(to) = (y1(to),v2(to))
observamos que U é tangente ao trajecto nesse ponto e conserva o sentido do
movimento. Note-se que na linguagem quotidiana, a palavra “velocidade” nao
designa o vector ¥ mas sim o seu médulo [|7]).

Exemplo 2.12 (movimento circular uniforme)
Considere uma particula P cujo movimento é descrito pelo caminho

P(t) = (cos(t),sin(t)) teR.

A particula move-se ao longo do circulo trigonométrico. Por exemplo, no instante
t= g, ela encontra-se no ponto

"))
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Calculemos o vector velocidade nesse instante.
(T . V3 1
7(%) = P/l = (- sin®).cos(t)) o= = (—27 2) |

O vector U é perpendicular ao vector OP sendo por isso tangente a trajectoria
circular quando colocamos a origem de ¢ em P. Observe que, qualquer que seja o
instante considerado, resulta da férmula fundamental da trigonometria

[7#)]| = [[(— sin(t), cos(£))[| = y/(— sin(£))? + (cos(t))2 =1,

ou seja, a norma do vector velocidade permanece constante. Trata-se do movi-
mento circular uniforme, tal como pode ser experimentado num carrossel. A se-
gunda derivada

a(t) = P"(t) = —(cos(t),sin(t)),

que é colinear ao vector posicao no instante ¢, mas de sentido oposto, determina a
aceleracao na particula exercida nesse instante. Tentemos tornar sensivel o vector
aceleracao. Um individuo sentado num automével que acelera ao longo de uma
linha recta experimenta a reaccao das costas do assento: trata-se de uma forcga
aparente com mesma direccao e intensidade que a aceleracdo a que estd sujeito,
mas de sentido contrario. Do mesmo modo, um individuo em movimento circular
uniforme experimenta uma forca aparente que o comprime contra o apoio fornecido
pelo carrossel, com a mesma intensidade ||@(t)||, mas de sentido contrério. Este
principio é utilizado na preparacao dos astronautas para a tremenda aceleracao da
descolagem de um foguetao: em fase de treino, os astronautas sao, literalmente,
centrifugados em carrosseis construidos para esse efeito.

2.9 Teoremas de Rolle e Lagrange.

Nesta seccao aprofundamos o estudo tedrico da nocao de derivada. Dele decorrerd
uma justificacao mais cuidada da relacao entre o sinal de f’ e a monotonia de f.
Aplicaremos alguns dos resultados na obtenc¢ao de desigualdades e na resolucao de
limites indeterminados. Comecemos com o

Teorema 2.16 (Teorema de Rolle) Seja f uma fungao continua em [a,b], difer-
enciavel em |a,b[, tal que f(a) = f(b). Entao existe ¢ €]a,b] tal que f'(c) = 0.

Dem. Como f é continua em [a, b], podemos concluir, pelo Teorema 1.17, que f
atinge um minimo m e um méximo M em [a,b]. Caso M = m entao a funcao f é
constante. Em particular, f’ anula-se em qualquer ponto de |a, b|.
Supondo agora que
M > f(a) = m,

(o caso m < f(a) < M é semelhante) concluimos que o maximo é atingido num
ponto interior ¢. Pelo Teorema 2.12, temos f/(¢) = 0 o que conclui a demonstragao.
|
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O Teorema de Rolle pode ser extendido ao seguinte caso geral em que nao se
especifica o valor de f nos extremos do intervalo [a, b].

Teorema 2.17 (Teorema de Lagrange)
Seja f uma fung¢ao continua em |a,b], diferencidvel em la,b[. Entdo eziste

¢ €la, b tal que
£~ fl@)

7oy =101 (235)
Dem. Considere a fungao auxiliar
@) = @)~ OO o) g0

pelo que h se encontra nas condigoes de Teorema de Rolle. Logo existe ¢ €]a, ]
tal que h'(c) =0 ou

Podemos agora demonstrar a alinea (i) do Teorema 2.13 cujo enunciado recor-
damos :

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e diferencidvel em ]a, b].

(i) Se f'(x) > 0 (f'(x) > 0) para todo o x €la,b[, entdo f é crescente (estri-
tamente) em [a,b].

(i) Se f'(x) < 0 (f'(z) < 0) para todo o x €la,b], entao f € decrescente (es-
tritamente) em [a, b).

(iii) Se f'(z) =0 para todo o x €|a,b[, entdo f € constante em [a,b].

Dem.

(i) Sejam x1,x2 € [a,b] tais que 1 < x2. Pretendemos verificar que f(z2) >
f(z1). A funcdo f verifica as condigbes do Teorema de Lagrange no intervalo
[x1,x2]. Podemos concluir a existéncia de ¢ €]z, zo[ tal que

f’(c) _ f(z2) — f(21) :

T2 — X1

2De facto, h é obtido subtraindo a f a funcdo linear cujo grafico passa em (a, f(a)) e

(b, £(b)).
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ou
fx2) = f(21) = f'(e) (w2 — 21).
Posto que f'(¢) >0 (f'(c) > 0) e (x2 — x1) > 0 podemos concluir

flx2) = f(z1) 20 (>0)  ou  flz2) = f(z1) (fz2) > f(21)).

(ii) resulta da alinea anterior aplicada a fungao g = —f.

(iii) Seja z1 €la,b]. Aplicando o teorema de Lagrange em [a, x1] obtemos, para
um ¢ €la, x|

flx) = fla) = fi()(@1 —a) =0 ou f(x1)=fla) Va1 €lab].

Nota 2.16 Dadas duas funcoes f e g continuas em |[a, b], diferencidveis em |a, b,
tais que f' = ¢’ em ]a, b], entdao, para uma certa constante h,

flx)=g(z)+h vV € [a,b],.

Para justificar esta afirmagao, considere-se a fungao auxiliar

Posto que h/(x) = 0 para todo o = €]a, b], temos por (iii) do resultado anterior,
h'(x)=h para um certo h € R,

o que conclui a justificagao.
De um modo geral, se f e g forem fungoes n-vezes continuamente diferencidveis
em [a, b] tais que f(®) = ¢(™ entao

f(@) =g(x) +pn-1(z),
em que p,—1 é polinémio de grau menor ou igual a n — 1.

Exemplo 2.13 Vamos justificar a seguinte desigualdade (que foi utilizada no Ex-
emplo 1.11):

Vo € }0, ;r[ , tan(z) > . (2.36)
Para tal, consideramos a funcao auxiliar

h(z) = tan(z) — z,
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continua em [0, 7/2[ e diferencidvel em 0, 7/2[ com derivada

1
B (x) = —-1.
(z) cos?(x)
Para = €]0,7/2[, temos
0 < cos?(z) <1 ou ! >1
cos?(x) ’

pelo que h/(z) > 0. Fixemos z1 €]0, 5[. Pelo Teorema 2.13, h é estritamente
crescente no intervalo [0, z;]. Em particular

h(z1) = tan(z1) —x1 > h(0) =0 ou tan(zy) > z7.

Como a escolha de x1 é arbitraria, a desigualdade (2.36) é valida em todo o ponto
do intervalo ]0, 3.

Exemplo 2.14 (Estudo da convexidade)
Seja f uma fungao duas vezes diferencidvel num intervalo aberto I tal que

f'(@) =0

para todo o x € I. Demonstremos a propriedade de convexidade ja enunciada:
para qualquer zg no interior de I, temos

f(x) > f'(xo)(x — mo) + f(zo) Vwel.

Recordamos que geometricamente esta propriedade traduz-se no facto do gréfico de
f permanecer acima das rectas que lhe sao tangentes. Para simplificar, suporemos
I =]a,b[ com a,b € R. Considere-se a funcao auxiliar

h(z) = f(z) — f(zo) — f'(z0)(x — x0) .
Derivando, obtemos
h(z) = f'(z) — f'(zo) -
Posto que f” > 0, concluimos que f’ é crescente em I. Assim, para x €

W(z) <0 sex<xy e h(x)>0 sex>uxq.

Concluimos que h é decrescente em |a, xg| e crescente em [z, b[, tendo por isso um
minimo absoluto em xq. Isto é

h(z) > h(zop) =0,
ou, equivalentemente,

f(@) = f'(wo)(x — w0) + flzo)  Vxel.
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O seguinte Corolario do Teorema de Lagrange é 1til no estudo da diferencia-
bilidade de fungoes definidas por ramos.

Corolario 2.18 Seja f uma funcdo continua em xg e diferencidvel em
Jzo — €,k + €[\{zo}. Se existir

lim f'(x):=L,

T—T0

entao f é diferencidvel em xq e f'(xg) = L.

Dem. Pretendemos verificar a existéncia do limite

L 1) = f(a)

T T — xg

Comegamos por provar a existéncia de derivada lateral a direita de z¢. Supondo
x €|xg, o + €], observamos que f verifica as condigoes do teorema de Lagrange no
intervalo [z, x| pelo que existe ¢, €]z, z| tal que

f(z) — f(z0)

T — X0

!
= f'(ce)-
Dada uma sucessao x,, — xar, existe uma sucessao (¢,,) enquadrada entre xg e x,

tal que
f(@n) — f(@o)
Tp — IQ

!
= f'(cn) -
A sucessao ¢, é convergente para xg, pelo que, pelas condigoes do enunciado

L= lim f'(c,) = lim —f(xn) G .
cn—0 In_’xg LTp — X0
Provamos assim a diferenciabilidade a direita de f em zy. Da mesma forma se
demonstra
L fen) = (o)

Tn—xy Tn — X0

=1L.

Exemplo 2.15 Considere a fungao

B sin(z) sex <0
f(x)—{ In(l1+z) sex>0.

A fungao f é continua em 0 posto que

lim sin(z) = lim In(1+4+2) =0= f(0).

x—0~ z—0+t
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Temos também , para x # 0,

cos(z) sex <0
fi(a) = 1

—— sex>0.

1+

Observe que
1

li ! =1 =1
A S = e =t

e que

111617 fl(x) = 11%17 cos(z) =1.

Estamos pois nas condigoes do Corolario 2.18. Concluimos que f ¢é diferenciavel
em 0 e f'(0) = 1.

Exemplo 2.16 O coroldrio anterior fornece uma condigao suficiente para a difer-
enciabilidade em zg. Porém, nao se trata de uma condigao necessaria. Uma funcao
f pode ser diferencidvel num ponto zy sem que a funcao f’ seja continua em xq.
Considere o seguinte exemplo.

f) = 22 sin <i) sex # 0

0 sex =0.

Verifiquemos que f ¢é diferencidvel em zero. Com efeito, pelo Exemplo 1.10,

t = = i in (£) 0.

No entanto, calculando a derivada em x # 0, obtemos

f'(z) = 2z sin (i) — xZ% cos (i) = 2z sin (i) — cos (i) .

Observe que f’'(z) ndo tem limite em zero. Considere pare esse efeito a sucessao
xn, = 1/(nm) convergente para zero e verifique que f(x,) tem uma subsucessao
convergente para 1 e uma subsucessao convergente para —1.

Nota 2.17 (Fungoes de classe C* ([a,b]).)

Dada uma funcao diferencidvel f em |a,b[, continua em [a,b], diremos que f
é de classe C* em [a, b] (e denotamos f € C! ([a,b]) se a fungdo f’ é continua em
Ja, b[, podendo ser prolongada por continuidade aos extremos do intervalo (mais
simplesmente, diremos “f’ continua em [a,b]”). Facilmente se prova, adaptando
o argumento essencial do Corolario 2.18 que, nesse caso, f tem derivadas laterais
em a e b verificando-se

f'(a™) := lim fla+ h})L — J(a) = lim f'(x),

h—0+ r—at
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) i i TOER) = S(@)

h—0— h r—b_

De um modo geral, supondo que uma funcao f admite derivada até a ordem
k € N em todos os pontos de I, designamos por fU) a funcio derivada de ordem
j para todo o 0 < j < k (assumindo que O = f). Diremos que f é de classe
C* em [a,b] (ou que “f é k-vezes continuamente diferencigvel em [a,b]”) se f*)
for continua em [a,b]. Denotamos por C*¥ € ([a,b]) a familia de funcdes k-vezes
continuamente diferenciaveis.

Exercicios

1. Justifique, utilizando o Teorema de Rolle, a existéncia de dois pontos esta-
cionarios para a funcao seno no intervalo [0, 27].

2. Considere uma funcao f diferencidavel em R, periédica com periodo T'. Justi-
fique a existéncia de pelo menos dois pontos estacionarios no intervalo |0, 7.

3. Considere a funcao
f:[0,1] =R N A

Verifique que f estd nas condigoes do Teorema de Lagrange e determine o
valor intermediario ¢ nele referido.

4. Considere a seguinte funcao definida por ramos

£ arctan 2x sex <0,
€Tr) =
tan(2x) se0<x<7.

Estude a diferenciabilidade de f em zero.
5. Suponha f diferencidvel num intervalo aberto I. Considere [a,b] C I tal que
f'(a) > 0> f'(b).

Justifique a existéncia de ¢ €]a, b| tal que f’(¢) = 0.
(sugestao: averigie a existéncia de um ponto interior de maximo)

6. Suponha f diferencidvel num intervalo aberto I. Justifique que f’ goza da pro-
priedade do valor intermediario (Teorema de Darboux). Reveja o Exemplo
2.16 a luz deste resultado.
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2.10 A regra de Cauchy

Nesta sec¢ao veremos como a nocao de diferenciabilidade pode contribuir para o
levantamento de indeterminagdes em limites. Comegamos por apresentar outra
variante do teorema de Rolle.

Teorema 2.19 Sejam f,g funcoes continuas em [a,b] e diferencidveis em |a,b]
tais que
g (x)#0 Va €la, b|.

Entao existe ¢ €]a,b| tal que
) - @) _ f(e)
g9(b) —g(a)  ¢'(c)
Dem. Repare que a hipdtese ¢'(z) # 0 para todo o x €]a, b| garante, em virtude
do teorema de Rolle, que g(a) # g(b). A expressao (2.37) encontra-se pois bem
definida.
Considere a funcio auxiliar3

h(z) = f(2)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) = f(a)).

A fungao h é continua em |[a, b], diferencidvel em ]a, b[ e verifica

h(a) = h(b) = f(a)g(b) — f(b)g(a) .

Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ €]a, b tal que

K (c) = f'(e)(g(b) — g(a)) — ¢'(e)(f(b) — f(a)) = 0.

Posto que ¢'(¢) # 0, concluimos

; — (2.37)

|
Uma consequéncia do Teorema de Cauchy é o seguinte
Coroldrio 2.20 Suponha f e g continuas em V := [a,a + €[, diferencidvel em
la,a + €[ com ¢'(x) #0 em |a,a+ €. Suponha que
/
f@)=gla)=0 ¢ tm L&) _p (2.38)

z—at ¢'(x)
Entao existe o limite lim,_, .+ f(x)/g(z) tendo-se

im M =
ol gy

3Repare que a fungdo h é da forma h(z) = af(x) — Bg(x) tendo as constantes o e 3
sido escolhidas de modo a que a # 0 e que h estivesse nas condi¢oes do Teorema de Rolle.
Confirme que outras escolhas de « e § teriam conduzido ao mesmo resultado.
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Dem. Considere uma qualquer sucessao (z,) convergente para a™ por valores
diferentes de a. Aplicando o Teorema de Cauchy em [a, ], escrevemos,

f(ffn) _ f(mn) - f(a) _ f,(cn)
g($n) g(xn) - g(a) gl(cn)

em que ¢, €|a,z,[ (na dltima igualdade utilizdmos (2.37)). Posto que a sucessao
(cn) converge para a, concluimos por (2.38),

lim f(zn) — f'(cn) _

z—at g(.’IZ‘n) r—at g/(Cn)

Obviamente, o coroldrio anterior permanece valido se considerarmos os limites
a esquerda do ponto a. Ele constitui uma versao particular de uma técnica de
resolucao de indeterminacoes que passamos a enunciar mas cuja justificacao sai do
ambito deste curso.

Teorema 2.21 (Regra de Cauchy) Seja a € RU {—00,}, € > 0 . Sejam f e
g fungoes continuas a direita de a e diferencidveis em |a,a + €| (se a € R) ou
diferenciaveis em | — 0o, —€[ (se a = —o0). Suponha que

lim f(z)= lim g(z)= { 0

z—at(—o0) z—at(—o0) +00 .
Se existir
: fx) _
wac}g{l_oo) 7@ L em que L € RU {—o00,+00},
entao

im L9 g
z—at(—o0) g(T)
O mesmo resultado vale para limites a esquerda de a (lim,_,,— f(x)) ou em a =

+00.
Exemplos

(a) Considere o limite notavel

lim 1)

z—0 T

Trata-se de uma indeterminacao nas condigoes do teorema 2.21. Temos

(sin(z))’ _ cos(z)
()’ 1

—1 quando x — 0,
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pelo que reobtemos, pela regra de Cauchy, um resultado ja conhecido.

(b) Considere

lim —.
r—-4oco I

Temos

@) =T~ 400 quando x — +o00,

pelo que concluimos

(¢) A regra de Cauchy pode ser aplicada repetidas vezes até levantar a inde-
terminacao. Considere o limite
sin(z) — z
lim S2(2) — @
z—0 x3

Aplicando a regra de Cauchy sucessivamente,

lim sin(z) — x T cos(z) —1 lim _ sin() _ 1

r—0 3 x—0 3.T2 o r—0 6x 6 '

(d) Podemos aplicar a regra de Cauchy apenas a uma parte da expressao cujo
limite estamos a calcular. Por exemplo, no caso do limite

t €T
i ATC an(x)e

2—0 In(1 + z) (22 + 2)

)

é conveniente observar que

lim e =1 e que lir%($2 +2)=2.
Tr—

z—0

Aplicamos por isso a regra apenas & expressao

arctan(z)
In(1+z)’
obtendo .
arctan(z) T2
im ————= =1 =1
z—0 In(1+xz) 2-0 e
Assim
, arctan(z)e” ) 9 ) arctan(x))
1 =1 2)e” ) [ lim —————= | =2
720 In(1 + 2) (22 + 2) (xli%(“" +2)e ) (xli% (1 + )

Evita-se deste modo que as expressoes obtidas por derivagao do nominador e do
denominador se tornem demasiado complexas.
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Nota 2.18 A regra de Cauchy requer uma verificagao cuidadosa da situagao de in-
determinacao num limite. Aplicada sem critério produz provavelmente resultados
errados. Considere por exemplo o limite
cos(x
lim (z) .

x—0 T

Observe que neste caso nao ha indeterminacao. De facto

lim cos(x)

r—0+ T

= +00

Porém , .
lim (cos(x)) — lim sin(z)
z—0 (w)’ z—0 1

Nota 2.19 Nem sempre a regra de Cauchy consegue esclarecer situagoes de inde-
terminagao. Considere o seguinte exemplo.

: 2
fi £ S0),
T——+00 €T

Trata-se de uma indeterminagao de tipo . Derivando nominador e denominador
da expressao obtemos

1+ 2z cos(z?) 1

2
= — 4 cos(x
2 2x (2%,
que nao tem limite em +o00. Contudo, pode observar que
. 2 1 . 2
lim x + sin(z?) — lim Lo sin(z?) _9.
r——400 .’L'2 r——+00 I x2

Importa pois realgar que a regra de Cauchy é uma condigao suficiente mas nao
necessaria para a existéncia de limite.

Nota 2.20 Pode por vezes a regra de Cauchy constituir uma armadilha para o
utilizador azarado. Considere, por exemplo, o limite

. oa!
lim —-
x——400

Sucessivas derivacoes do nominador e denominador produzem as expressoes

permanecendo a indeterminacao em +oo em todos eles. Todavia, se observarmos
que

— =z Vx>0,

o
nao ha lugar a qualquer indeterminagao.



2.10. A REGRA DE CAUCHY 75

Exercicios

1. Determine o limite
et —1

:cli% sin(ac) '

2. Determine
lim z In(z) .

z—0
(note que zIn(z) = In(z)/z~1)
3. Calcule
cos(z) In(1 + x)
z—0  sin(z)e*

tendo em conta o exemplo (d) dado no final da secgao.

4. Calcule

eCE

r——+00 I

xT

Generalize este limite a expressdes de tipo lim

() em que p é um

polinémio de grau arbitrario.
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Capitulo 3

O Integral e suas aplicacoes

3.1 Introducao

A emancipagao do pensamento cientifico ocorrida no Renascimento é coroada no
inicio do século XVII pela descricao por Johannes Kepler da trajectoria eliptica
de Marte em torno do ponto focal ocupado pelo sol (Astronomia Nova, 1609).
Nos Principia Mathematica (1687), Isaac Newton demonstra que as leis de Kepler
que regem os movimentos planetdrios derivam de um mesmo principio universal
(que, diga-se de passagem, também se aplica as macgas que caem das arvores sobre
pensadores absortos):

Num certo instante, a sequnda derivada da lei de movimento de uma particula
(ou a “aceleragdo”) é proporcional a for¢a exercida sobre a particula.

A constante de proporcionalidade envolvida é a massa m da particula. O principio
enunciado por Newton também é conhecido por Lei Fundamental da Fisica. A
forga de atraccao exercida entre pelo sol sobre Marte é inversamente proporcional
ao quadrado da distancia que os separa.

Em trajectdrias rectilineas (por exemplo, um peso suspenso por uma mola
oscilando na vertical) a Lei Fundamental traduz-se numa equagao diferencial:

2'(t) =mF(t).

Para determinar-mos a lei de movimento z(¢) devemos primeiro calcular a veloci-
dade da particula 2/(t) a partir de z”(t). Este processo é designado por primi-
tivagdo. Do mesmo modo, a primitivagao de 2/(¢) leva-nos a z(t). Como veremos
adiante, importa o conhecimento da posicao e da velocidade num determinado
instante to para a determinacao exacta de x(t).

A primitivacao requer o uso de uma tabela de derivacao “ao contrario”. Isto
¢, partindo de uma funcao f, procuramos calcular uma funcao F tal que F’' = f.
As técnicas de primitivagao sao a base do Célculo Integral, ao qual dedicamos este

7
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capitulo.

O Calculo Integral reinventou a técnica de determinacao de dreas e volumes,
que desde Arquimedes ndo conhecera avancos significativos. A sua autoria deve
ser atribuida ndo apenas a Newton, mas também a Leibniz. Ambos, por caminhos
diferentes, acederam a este novo patamar do conhecimento. A discussao que se
seguiu sobre quem era de facto o inventor do calculo integral dividiu a comunidade
cientifica da época e revelou-se estéril. Talvez por isso se designe o principal
resultado deste capitulo por “Teorema Fundamental do Célculo” sem referéncia a
qualquer autor.

3.2 Nocoes de primitiva e integral indefinida

Definigao. Seja f uma funcao real de variavel real definida num intervalo aberto
1. Se existir uma fungao F', diferenciavel em I, tal que

F'(x) = f(x) Ve el,
entdo f diz-se primitivavel. A func¢do F' é uma primitiva de f.
Uma fungao f pode possuir muitas primitivas. Veja o seguinte

Exemplo 3.1 Seja f(x) = sin(z) definida em R. FEntio Fo(x) = C — cos(x) €
uma primitiva de f para todo o C' € R.

Geralmente, se a uma certa primitiva adicionar-mos uma constante obtemos
uma outra primitiva. Sejamos mais precisos:

Lema 3.1 Sejam Fy e Fs duas primitivas de f num intervalo I. Entdo
Fi(z) = Fy(z)+ C para algum C € R.
Dem. Considere a funcao auxiliar
H(z) = Fi(x) — Fy(x).
Temos que H é diferenciavel e
H'(z) = F/(z) — Fy(z) =0 Vzel.
Resulta do Teorema 2.13-(iii) que H(z) = C para algum C € R, o que conclui a

demonstracao. [ |

Definicao. A familia de todas as primitivas de uma funcao primitivavel f é
designada por integral indefinida de f e é representada por

/f(x) dx.
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Resulta do lema anterior que, dada uma funcao primitivavel f com uma prim-
itiva F,

/f(x)d:c — {F(z)+C :C€R}.

Simplificadamente, escrevemos

/f(:v)dx = F(z)+C.

Formulario de integrais indefinidas

an—‘rl_i_c
n+1

in(x) dr = —cos(z) + C

8
S
&
S
Il

w0

(@)

os(z)dx = sin(z) + C

1 2
cos2(1) dx = / 1 + tan®(z) dx = tan(z) + C
1
dr = — cot C
sin2(x) v cot(z) +
edr=¢e"+C

1
- dx =In(|z|) + C

dx = arctan(z) + C

—t
_l’_
=
[N}

dx = arcsin(x) + C

— e S S S S

dx = arccos(z) + C

V1—2z2

O resultado seguinte é de justificacdo imediata se atendermos ao Lema 3.1 e
as regras usuais de derivacao.

Teorema 3.2 Sejam f e g funcoes primitivdveis num intervalo aberto I com
primitivas respectivas F' e G. Entao as funcoes f £ g e kf (com k € R) sao
primitivdveis e verifica-se

/f:l:g(x)da:zF(m):l:G(a:)—l—C,
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Exemplo 3.2 Dado um polinémio de grau n
p(x) = apx™ + (...)a1z + ag

temos
a a
/p(x) dr = ni—iflxnﬂ + () + ?1932 + apx + C'.

Exercicios

1. Determine a integral indefinida da funcao
f(@)=1+z+2°.

2. Determine a primitiva F' da funcao

f(z) = sin(x) — cos(x)

verificando a condigao F(7/2) = 1.

/1— L da:zln(K i )
r x+1 |z + 1

em que K é uma constante positiva.

3. Verifique que

4. Determine uma fungao H(x) tal que

H"(x) =1 - cos(x) .

5. Determine uma fungao Hj(z) tal que

H"(x) =1 — cos(x), Hy1(0) =0= Hy(27).

3.3 Métodos de primitivagao.

3.3.1 a primitiva “imediata”

Perante uma expressao a primitivar, utilizamos a designacao de “primitiva imedi-
ata” quando nela reconhecemos a derivada de uma fun¢ao composta (embora nem
sempre esse reconhecimento seja trivial). Geralmente, se a expressao a primitivar
¢é de tipo

flu(@)d (),
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entao, revertendo a regra da derivagao composta, temos
[ £ @) @) dz = fu() +C (3.1)
Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 3.3 Considere o problema de determinar a integral indefinida
/(332 + 1)32z da.
Observe que a expressao a integrar é de tipo f’(u(x))u'(x) em que
u(z) =241, fllu)=u® e u(z)=2z.

Assim,

/(m2 +1)%2x de = /(u(m))?’u’(az) dx = iu(x)4 +C0=(2+ 1+ C.

Exemplo 3.4 Pretendemos agora determinar

1 2
/f—l-l—i-:v +
x

x
1+ 22"

Observe que

3

1
/;dm:ln(\leCl e /(1+x2)dﬂc:x+%+02.

Por outro lado,

2x :/u’(x) s

1+ 22 u(x)
em que u(z) = 1+ 22. Resulta pois

2z

1—'_71‘2 = 1n(’1 + .1;2‘) —+ CS = ln(]. + :Z:Q) + 03 .
Pelo Teorema 3.2 e por regras usuais dos logaritmos, podemos concluir

2x
1+ 22

1
/;+1+x2+ =In(jz|) + z+2* +In(1 + 2%) + C

=In(jz+2*))+2+2°+C.

Certas primitivas podem tornar-se imediatas quando multiplicadas por uma
constante adequada.
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Exemplo 3.5 Considere a integral indefinida
/x(xz +1)3dz. (3.2)
Observe que multiplicando a expressao por 2 obtemos a primitiva do Exemplo 3.3:

2/93(x2+1)3da::/2x(x2+1)3d95: i(x2—|—1)4+0.

Podemos entao concluir, resolvendo a equacgao anterior em ordem & integral in-
definida!

/a:(x2 +1)3dex = % (le(u(as))4 —I—C) = é(:t:2 +1D)*+C.

Alternativamente, podemos multiplicar e dividir a expressao (3.2) pela constante
adequada e resolver a integral numa tnica linha de célculos:

1 1
/x(x2+1)3da:: 5/295(3:2+1)3dx: §($2+1)4+C.

Exemplo 3.6 Pretendemos calcular

/tan(m) dr = / sin(z) dz.

cos(x)

Observe que a expressao no segundo membro é de tipo

() _
/— e dz em que u(z) = cos(x).

Assim

/tan(w)dx:—/_sm(x)dx:—/w(x) dx

cos(z) u(x)
= —In(|u(z)]) + C = —In(| cos(z)|) + C = In(| sec(z)|) + C'.

Exercicios

!Por comodidade, na expressio seguinte manteremos a representacio C' para assinalar
quantidades constantes que podem, no entanto, variar de igualdade para igualdade. Assim,
o facto de no dltimo membro surgir C' em vez de C'//2 nao constitui uma gralha.
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1. Calcule a integral indefinida das seguintes fungoes multiplicando e divindo por
constantes adequadas:

filw) = cos(22),  falz) =, fi(z) = o Jue) = s

3+ 1
2. Calcule a integral indefinida das seguintes funcoes:

g1(x) = zcos(z?) + , ga(x) = 22" 4 —
sin(x) 1 1 1
cos(z)+1 cos?(z)’

g3(z) =

3.3.2 Por substituigao.

Recordamos que se f : I — R é primitivavel com primitiva F' e se supusermos que
x:J—1, x~x(t)

uma funcao diferencidvel (aqui J e I designam intervalos abertos), entao pela regra
da derivagao composta,

F'(x(t) = f(z(t)2'(t).

Em certos casos importa observar que a expressao f(x(t))x’(t) é mais facilmente
primitivavel na varidvel ¢ do que f(z) na varidvel z. Veja o seguinte

Exemplo 3.7 Considere a fungao
eCL‘

fe) =1

Tomando z(t) = In(¢) a expressao

fla(t)2'(t)

torna-se
en(®) t 1 1

—_— . / p— -—_ =
1+ 62 In(t) (ln) (t) 1+ eln(tQ) t 1+ t2 :

A ultima expressao tem como primitiva o arcotangente.

O método de primitivagao por substituicdo consiste em alterar a expressao
f(x) numa outra expressao facil de primitivar. Para tal, utiliza-se “mudanga de
varidavel” z(t) adequada. Sejamos mais precisos:
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Definigao. Sendo I e J intervalos abertos, por mudanca de variavel entende-
mos uma aplicagao bijectiva

x:J—1, t~ x(t)
tal que z(t) e a sua inversa t(z) sdo ambas diferencidveis nos respectivos dominios.
No exemplo 3.7 temos
x 3]0, +o00[— R, t ~x(t) =In(t).

Por vezes os dominios I e J sao omitidos por nao desempenharem papel relevante
no célculo da primitiva. Voltando ao exemplo anterior:

Exemplo 3.8 Depois de termos considerado a mudanga de varidvel x = In(t)

obtivemos )

Fa®)2'(t) = 175 -
Primitivando ambos os lados da equagao obtemos
F(z(t)) = arctan(t) + C .
Resta agora determinar F'(x). Para tal, calculamos a inversa ¢(z). Ora
z(t)=In(t) & t=e".
Assim

F(x) = arctan(t(x)) + C = arctan(e®) + C'.

No caso anterior poderiamos ter reconhecido na funcao f a derivada de uma
composta sem recorrer a mudanga de varidvel:

e’ /() "
/1+62xdx:/:m2($)d$:arctan(e)+C.

Assim a inspiracdo do momento pode determinar que, o que para uns é uma
primitiva por substituicao, para outros serd uma primitiva imediata. No proximo
exemplo utilizaremos o simbolo u para a nova varidvel em vez de ¢t como no exemplo

(3.7)-(3.8).

Exemplo 3.9 Considere a integral indefinida
/:L‘\/l‘ — 1dx. (3.3)

O seu célculo ¢ dificultado pela expressao com radical v/x — 1. Presumimos que a
integral seria mais facil se nos pudéssemos “livrar” da raiz. Introduzimos por isso
uma nova varidvel

u=vr—1 ou equivalentemente r=u?+1.
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Neste caso

x
2'(u) = 2u  ou, usando outra notacao, T 2u.
u

Para que a primitiva seja convertida para a nova variavel de integracao u, escreve-
mos

/(u2+1)udx:/(u2+1)u;lxdu.

u

Calculamos

2 2
/(u2+1)u§2du:/(u2+1)u-2udu:/2u4+2u2du:5u5+3u3+0.

Finalmente, restituimos a solucao obtida a variavel original:

2 2 2 2
/:E\/:L'— ldz = 5(\/:13— 1)° + g(\/ac— 13 +C= g(x— 1)3 + §($_ 1)% +C.
Exemplo 3.10 Considere a integral indefinida
\/E
¢ dx .

NG

Operemos a substituicao

Nesse caso

Escrevemos entao

VT u u
/6 dx:/edmdu:/eQudu:2/e“du:2eu+C.
N u du u

Concluimos entao que

\/5
e
— 9¢eul@) — 2eVE .
/ﬁd:v e ®) L 0 =2eVE 4 O

Exercicios

1. Complete os calculos intermédios:

/xlrzll(x) dx:/euli(eu)zdu:...:/idu:...:ln(\ln(x”)_g_(j.
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2. Considere a integral indefinida

/e’3 cos(e”).

Calcule-a usando para tal a mudanca de varidavel e* = u. Indique o dominio
da varidvel u. Confirme que poderiamos resové-la através de uma primi-
tivacao imediata.

3. Calcule a integral indefinida
x
——dx
/ vz +1
mudando para a variavel t = /x + 1.
4. Calcule a integral indefinida

/13\5/1‘ — 1ldx.

5. Partindo da igualdade

1 1
cos?(z) = 3 + 5 cos(2zx) ,

/cosQ(x) dz .

calcule

6. Calcule

/mdx

usando a mudanca de varidvel
T T
t) = sin(t te|——,=| .
ot =sin(0), e |-2.7|

3.3.3 Por partes.

Comecgamos por recordar que, contrariamente a soma de fungoes, a derivada do
produto nao é o produto das derivadas. Ela obedece a regra

(uwv) = v'v+uv' .

Assim, a primitiva do produto nao é o produto das primitivas. No entanto, pode-
mos escrever a igualdade anterior

v = (uwv) —u',

o que implica, do ponto de vista da primitivacao,

/u’vdac = /(uv)’d:c — /uv’dm,
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/u’vda::uv—/uv’dx.

O método de integracao por partes justifica-se quando perante uma expressao de

tipo
/ u'vdx

em que v’ é facilmente primitivavel, a integral

/ wv' dx

¢ mais simples de calcular. Vejamos um exemplo.

/xex dz.

Podemos considerar que a expressao integranda é da forma u(z)v'(z) em que
u(z) =z e v'(x) = e*. Nesse caso,

ou

Exemplo 3.11 Considere

u'(z) =1 etomamos wv(z)=-¢e".

Assim,

/:L‘em de = /u(:ﬂ)u’(:ﬂ) dr = u(x)v(x) — /u’(x)v(x) dx = xe® — /1.6”.

Concluimos entao que
/xezdw:xex—ex—i—c.

Importa referir que a atribuicao dos “papeis” de u e v’ determina muitas vezes
o sucesso do método. Se no exemplo anterior tivéssemos optado por u = € e
v/ = x, serfamos conduzidos a

1 1
/xem dx = 53726:” — / 5.%'2633,

nao sendo a integral do segundo membro de trato mais facil que a do primeiro.

/ln(m) dx .

A expressao integranda pode ser considerada o produto da funcéo constante igual
a 1 pela fungao logaritmo, isto é

Exemplo 3.12 Considere

/1 -In(z) dzx.
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Considerando v' =1 e u =In(z), em que v =x e v’ = %, escrevemos

/1 ‘In(z) dx = zln(x) — /x(ln(x))'dm =zln(z) — /m; dr = xIn(x) — / ldz.

Assim
/1-ln(:n)d:c::z:ln(m) —z+C.

Exemplo 3.13 Considere
/arctan(ac) dx .

Utilizando a ideia do exemplo anterior, escrevemos

/1 arctan(zr) dr = x arctan(z) — /:U(arctan(x))’d:v =

2x

1
arctan(z) — /mm dx = arctan(z) — 3| T3 2%

A primitiva do segundo membro é imediata (recorde o Exemplo 3.4). Concluimos
1
/1 arctan(z) dz = xarctan(z) — 3 In(1+2?)+C.

Por vezes, é necessario uma aplicagdo repetida do método de integracao por
partes. E o caso do seguinte

Exemplo 3.14 Pretende-se calcular
/em cos(z) dx .
Escolhendo u = cos(z) e v' = €” na integracao por partes, obtemos
/ex cos(z) dx = €* cos(x) — /ex(—sin(x)) de =e* + /ez sin(x) (3.4)

Vamos agora reaplicar o método no célculo da integral [ e”sin(z). A escolha de u
e v/ j4 ndo é livre. Devemos tomar u = sin(z) e v' = e® sob pena de regressarmos
ao ponto de partida, isto é, ao primeiro membro de (3.4). Obtemos entao

/ex cos(z) dx =

e’ cos(z) + (ex sin(z) — /ew cos(z) dm) =

e” cos(x) + e”sin(x) — /ex cos(x) dz . (3.5)
ou, escrevendo numa unica igualdade,

/ex cos(x) dx = €” cos(z) + €* sin(x) — /e“j cos(z) dx .
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Repare que se passarmos os termos com integral para o primeiro membro, obtemos
2 / e” cos(z) dx = e” cos(x) + €” sin(z) ,

ou

/ex cos(z) dx = %(e’” cos(z) + e sin(x)) + C'.

Exercicios

1. Complete os passos perdidos (O):

72 2 2 1
/xln(x)dx:?m(x)— —0O0=—In(z)— - [Ode=0+C.

2. Calcule

/me% dz /:E cos(mx) dx .

3. Verifique, integrando por partes, que

/arcsin(:n) dx = rarcsin(z) + V1 — 22+ C.

4. Calcule

5. Calcule

/sin(ln(m)) dz .

(Duas integracoes por partes. Reveja Exemplo 3.14.)

2Para o sucesso surprendente desta dupla primitivacdo por partes contribuem as boas
propriedades diferenciais das fungoes ui(x) = e* e ug(x) = cos(x). Nomeadamente,

ui () =w(x),  —ug(x) = uy(z).
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3.3.4 Integracao de funcoes racionais por integracao de
fracgoes parciais
Nesta sub-seccao exemplificaremos a primitivagao de funcoes de tipo

p(z)

q(x)
em que p e ¢ sao polindmios de coeficientes reais. Observe que se o grau do
nominador p for superior ou igual ao grau do denominador ¢, podemos sempre

escrever, utilizando o algoritmo de divisao de polinémios

p(x) = c(x)q(x) + r(z)

em que c¢(x) e r(z) sdo polinémios e o grau de r é inferior ao grau de ¢q. Assim,

/%dm—/c(m)dm—i—/ggg-

Observe que [ ¢(z) é imediato pelo que, sem perda de generalidade, assumiremos
que

grau p(z) < grau q(z) .
Iremos desenvolver exemplos em que o denominador é de grau menor ou igual a
trés. Comegemos com

Denominadores quadrdticos com raizes reais diferenciadas

Comecemos com o seguinte

Exemplo 3.15 Observe que

1 1 1
2 2
= 3.6
1—z2 1+$+1— (3.6)

1 17 1 1 1. (|1 +a]
/1—372 . 2/1+m+1—$ * 2n<|1_$|>+

Observe que no exemplo anterior a chave para a primitivagao esta na decomposicao
(3.6). De um modo geral, se ¢(z) é um polinémio de grau dois com duas raizes
distintas, i.e. se

Assim

q(x) =k(x —a)(x —b) a,bkeR, a#b,
entdo, para certos A, B € R,

p(z) cx+d 1( A B )

q(x)  k(zx—a)(z —b) T k\z-a z-0b
A primitiva do segundo membro é imediata. A determinacdo de « e (8 faz-se

através da resolucao de um sistema, como veremos no exemplo seguinte.
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/ T+5 da
202 +2x — 4

Utilizando a férmula resolvente, escrevemos

Exemplo 3.16 Considere

T+5 1 r+5

22+ 20 —4 2 (z—1)(z+2)°

Pretendemos decompor a fracgao integranda na forma

1 r+5 _1( A N B )
2 (z—1)(x+2) 2\z—-1 x+2/°

(3.7)

Somando as fracgoes do segundo membro obtemos

A N B  Alx+2)+B(x+1) (A+B)r+ (2A— B)
r—1 z4+2  (z—-1D(@+2) (r—1)(x+2)

(observe que no ultimo membro rearrumamos o polinémio nominador na sua forma
canénica). A igualdade (3.7) estard garantida se

(A+B)z+ (2A—-B)=2+5

ou
A+B=1
2A-B=5
Resolvendo o sistema, obtemos A =2 e B = —1 pelo que
r+5 1 |z — 12
de = -1 C.
/2:r2+2:c— 2) z—1 =+ 23” 2n<yx+2\ *

Denominadores quadrdticos sem raizes reais

Comecamos por recordar que todo o polinémio quadratico ¢ sem raizes reais
pode ser escrito na forma

q(z) = kl(z — a)* +17].

Para tal utiliza-se o método da completacao do quadrado que passamos a exem-
plificar

Exemplo 3.17 (Completacao do quadrado num polinémio de grau 2)
Considere o polinémio sem raizes reais

q(z) = 2* — 42 + 8.
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Escrevemos
v —dr 4+ 8= (22 -2 204 2% +8 27,
de modo a que nos paréntesis do segundo membro reconhecemos o caso notavel
a? —2ab+b* = (a — b)%.

Assim,
2 —dr+4=(x—2)%+22.

(No caso do coeficiente principal k& do polindmio ser diferente de 1, sugerimos que
comege por factorizar a expressao quadratica por k.)

Exemplo 3.18 Calculemos

1
——dx.
/x2—4x—|—8 o

Pelo exemplo anterior, escrevemos

[o=wmst= [ emarrato=i)
w2 —dr+8 " ) (z—2)2 ! TQ

Observe que o iltimo membro integral é uma primitiva imediata, a menos de uma
multiplicacao por constante. Com efeito

1 / 1 1 : 1 T —2
| o dr = 7/#@5: — arctan <> +C.
4) (52 +1 2) (]2 + 2 2
Operemos agora a resolucao geral do caso anterior. Calculamos
/ cr+d / T—a —i—d—i—cad
xr =
k[(w—a)2+b2 Tk [(z — a) —I—b2]
2(x —a) d+ca 1
d d
%/ (w—aZ+9 " % /[(x—a)2+b2] v

Observe que o primeiro integral do ultimo membro é uma primitiva imediata na
/
u .
forma [ . Assim

2(x —a 2 2
/[(()dx:hl<($—a) -|-b>, (3.8)

Por outro lado:

1 1 1 1 i
/[(l’—a)2+52]d 52/(b)2+1dx:b (z—“§2+1dx'

Repare que o 1iltimo membro é uma primitiva imediata, a saber:
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1 1 1 _
*/%dl‘: — arctan (x a) +C. (3.9)
bJ (229)" +1 b b
b
Por (3.8)—(3.9), conclui-se
cr+d
d —
K —a2+02 "
PR 2 + ca r—a
%ln ((:z a)*+b ) + D arctan( 7 > +C (3.10)

Denominadores quadrdticos com uma raiz real dupla

Exemplo 3.19 Calculemos

T
——dx.
/(w— 2)2 “
Escrevemos

Concluimos

T 2

Tratemos agora o caso geral f ) dz em que p(z) é um polinémio de grau

q(w
menor ou igual a 1 e ¢(z) é um polinémio quadratico com raiz dupla. Neste caso,

podemos escrever

q(z) = k(z — a)?.

Assim
/ p(z) / cr+d / x—a) d +ca 1 J
€.
(x) k‘x—a2 "k (x — a)? k (x — a)?
Neste caso, ambos as primitivas sao imediatas pelo que podemos concluir
cx+d c d+ca

=1 —al)——+C. 3.11
T —a? ; In(lz —al) Fo—a) (3.11)

Denominadores cubicos

(z)

Iremos aqui explicitar a decomposicao de uma fungao racional Z(T) em que o
denominador é um polinémio de grau 3. Podemos assumir que, a menos de uma
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divisdo de polinémios, o nominador p(z) é um polinémio de grau 2. Supomos
também, sem perda de generalidade do método, que g(x) tem primeiro coeficiente
igual a 1. Explicitamos a decomposicao em quatro casos exaustivos.

(i) Trés raizes reais distintas (ou “simples”):

p(z) A B C

(r—a)(z—b)(z—c) z—a x—b x-—0c

(ii) Uma raiz dupla:

p(z) A B C
(x—a)?)(x—¢c) z—a (v—a)2 xz-—c (3:13)
(iii) Uma raiz tripla:
p(z) A B C
(r—a)® x—a + (x—a)?  (z—a) (3:14)
(iv) Uma raiz simples:
p(z) __Az+B n C (3.15)

(x—a)2+0¥)(x—c) (r—a)2+b (x—2c)

Observe que os segundos membros em (i)—(iv) s@o expressdes primitivaveis
segundo os métodos explanados nesta sub-secgao. Os denominadores g(x) em (i)—
(iv), constituem, a menos de uma multiplicacdo por constante, todos os casos
possiveis de polindémios de grau 3. Tal como no Exemplo 3.16, a determinacao das
constantes A, B, C devera efectuar-se somando os segundos membros e resolvendo
um sistema apropriado.

Exemplo 3.20 Calculemos

/ 2 +4 da
22(x—2)

Utilizando (ii), escrevemos

20+ 4 _é E C

22(r—-2) = 2 r_2

Somando e rearrumando o segundo membro, obtemos:

2z + 4 (A+C)x? + (B —2A)r — 2B

22(z — 2) 22(z — 2) ’
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pelo que deduzimos
A+C=0,
B—-2A=2,
—2B =4.

Deixamos agora ao cuidado do leitor interessado a conclusao do sistema e a res-
olucao da primitiva.

Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais indefenidas:

/Wda:, /le—xd:ﬁ'

2. Complete a seguinte expressao

22 +6x+10 = (z+3)* + 0.
Calcule
/1d$
2246z +10

3. Verifique que

-2
/gﬂ_ijwdlen( (x—2)2—|—4)—|—arctan(x2)+0.

4. Verifique que
T 1
——dr =1 -1)— —— .
/(x—1)2 x = In(Jz — 1]) x—1+C

1
[

3.4 O Integral de Riemann

5. Calcule

Nesta seccao vamos introduzir a nogao de integral de Riemann. Ela é motivada
pela ideia que a nogao de area —estabelecida desde a antiguidade pré-classica para
figuras polignais— pode ser extendida a regioes delimitadas por graficos de fungoes
continuas. Para tal, utilizaremos uma técnica que remonta ao método de Ar-
quimedes para calcular a area do circulo: uma regiao delimitada por uma curva
(ndo muito irregular) pode ser “aproximada” por duas familias de poligonos sim-
ples: uma contida na regiao; outra contendo a regiao. Reduzindo a dimensao dos
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poligonos utilizados no recobrimento, espera-se que as areas das respectivas figuras
se aproximem por defeito e por excesso, com erros arbitrariamente pequenos, do
que presumimos ser a area da regiao.

A teoria aqui apresentada foi consolidada por Riemann no século XIX baseando-
se nas contribuigoes dos supracitados Arquimedes, Newton e Leibniz, entre outros.

Comecemos por rever a notagao sobre somatérios. Sejam (gp,) e (f,) duas
sucessoes de nimeros reais. A expressao

m
Z gi
i=1

denota a soma finita
at+ge+gs+...+9m-1+9gm-

Por exemplo, se considerarmos a sucessio g, = n?, temos
5
> gi=12+2"+324+4%+5%=55.
i=1

As seguintes propriedades dos somatorios resultam da comutatividade da soma e
da propriedade distributiva. Para todo o m € N,

i(gi—Ffi) = igﬁ-iﬁ- (3.16)
=1

i=1 =1

Para qualquer constante k € R
S kgi=kY g (3.17)
i=1 i=1

3.4.1 Definicao e propriedades

Introduzimos agora a nogao de particao de um intervalo. Seja [a,b] um intervalo
fechado. Designamos por particao P um conjunto finito de pontos

P .= {xl} i:O,...,n,

tais que
a=20<x1<T9< ...<ZTp_1<Tp,=">b.

Designa-se por diametro da particao o valor
dp = max{|riy1 —x;| 1 i =0,...,n—1}.
Dadas duas partigoes P;, P» tais que

P1CP2,
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diremos que P, é mais fina do que P;. Assim, se considerar-mos as seguintes
partigdes do intervalo [0, 1]

3 113
P =101 P=10,-,21
1 {0747} € 2 {07472747 }7

temos que P, é mais fina do que P; e

Se considerar-mos uma funcao f definida em [a, b], limitada, e uma particao P
definimos por soma superior de Darboux de f associada a P o somatério

n—1

S(f,P) = Z sup f - (xip1 —x5) . (3.18)

=0 [$i7$i+l]
De forma semelhante se define soma inferior de Darboux de f associada a P

n—1

S(f,P):==>" inf f- (@1 — ). (3.19)

i—0 [Tt
A hipétese de f ser limitada garante que

inf f e sup f,

[x’ivxiJrl] [Ii,IiJrl]

sdo numeros reais. Quando f é nao-negativa, as somas superior e inferior de
Darboux aproximam respectivamente por excesso e por defeito a area do gréfico
de uma funcao f utilizando a drea de graficos de barras. Designamaremos por
PB(la,b]) a familia de todas as particoes de [a, b].

Vamos estabelecer algumas propriedades simples das somas de Darboux.

Proposigao 3.3 Sejam Py, Py duas quaisquer parti¢oes de [a,b] e f uma fungdo
limitada. Temos
S(f, ) < S(f, P2). (3.20)

No caso particular de Py ser mais fina que Py, i.e. P C P», podemos afirmar
S(f, P2) < S(f, P1) < S(f, P) < S(f, Pr). (3.21)

Dem.

Comegaremos por justificar a desigualdade (3.21). Vamos supor o caso simples
Py, = PLU{m} em que m € [a,b]. Obviamente, se m € P; entdo P, = P e o
resultado é imediato. Consideremos entao o caso m ¢ P;. Necessariamente

m €|Tg, Tpt1] para algum 1z € Py .
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Mostremos a desigualdade
g(faPQ) ég(f,Pl)
Necessariamente

sup f< sup f e sup f< sup f.

[x1,m] [k, Tp41] [m,xp 1] [Th,2h11]

Assim, podemos concluir

§(fa PQ) =

Y sup fe(mig1— )+ sup fe(m—ap)+ sup [ (g1 —m) <

ik [TirTit1] [zk,m] [m,@gy1]

> sup fe(zigr—ai)+ sup fe(m—axp)+ sup f-(2pp —m) =
ik [TiTit] [Tk, 41] [Tk, T41]

> osup fe(wigr—x)+ sup f-(zher —3k) = S(f, Pr). (3.22)
ik [TiTit1] [Tk k1]

De um modo geral, supondo
Py =Py U{z1,29,...,2n}
aplicando sucessivamente o resultado anterior, temos
S(f,P)>S(f,PLu{z}) >S(f,PLU{z1,22}) > ... > 5(f, P).
De modo semelhante se demonstra
S(f,P1) < S(f, P2),

o que justifica a desigualdade (3.21). Para justificar (3.20) basta considerar uma
particao auxiliar P3 = Py U Py, simultaneamente mais fina que P; e P». Aplicando
(3.21), temos entao

S(f, P1) <S(f,Ps) <S(f,Ps) <S(f, P).

Defini¢ao. Designamos por integral superior de uma fungao f definida em [a, b],
limitada, o nimero real

/ab f(x)dx :=inf{S(P, f): P eP(a,b])}.

Do mesmo modo, definimos por integral inferior o nimero real

[ $(@)de = sup{S(P. ) e Bt}
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Resulta da Proposicao 3.3 que

sup{S(P, f) < inf{S(P,f) : P € P([a,b])} : P € P([a,b])},

/ab fz)dz < /jf(w) dz . (3.23)

Uma fungao diz-se integravel & Riemann (ou, mais simplesmente, “integravel”)
quando

/abf(x)d:c—/jf(x)dx.

Esta igualdade corresponde a ideia intuitiva de que a area dos gréaficos de barras
“superiores” a f aproxima-se da area dos graficos de barras “inferiores” a f quando
as barras se tornam muito estreitas. Nesse caso, designamos por integral de
Riemann de f em [a,b] (ou simplesmente “integral de f”) o nimero

/ab f(z)dx = /abf(:v) dx = /abf(x) dz . (3.24)

A integrabilidade de uma fungao a Riemann corresponde a ideia intuitiva de
que a area dos graficos de barras “superiores” a f aproxima-se da area dos graficos
de barras “inferiores” a f quando as barras se tornam muito estreitas.

Facilmente se verifica que a integrabilidade de uma fungao limitada f : [a,b] —
R equivale & existéncia de duas familias de particdes P} e P2 (n € N) tais que

De facto, podemos resumir esta condi¢io. Tomando P, = P! U P2 conclufmos,
por (3.20) e (3.21), que

0 <S(Pn, f) = S(Pu, f) <S(P2,f) = S(PL f) = 0.

Daqui resulta o seguinte

Teorema 3.4 Seja fla,b] — R uma fun¢ao limitada. Entao f € integrdvel se e
80 se existe uma sucessdo de particoes P, tais que

Hm S(P,, f) — S(Pa, f) =0. (3.25)

Exemplo 3.21 (Ezemplo de uma fungdo integrdvel)
Vamos considerar a fungao

f:0,1] — R, flz)==x.
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Para mostrar que f é integravel basta, pelo Teorema anterior, exibir uma familia
de particoes P,, que verifica o limite (3.25). Consideremos entao

2 1
Lzt ,1}.
n

1
nn

P={s

Temos

n—1 nfl n—1
_ k+1(k+1 11k
S(.p) =3 b - L_ly-krl

k= n =0 k=0

Do mesmo modo

1k

=0 "

Assim

ol | "1k: 1 k+1 111
" ‘ZZ( SEEIEEE

k=0 n n

o que, por (3.25), garante a integrabilidade de f.

Exemplo 3.22 (Exemplo de uma fungao limitada nao integrdvel)
Considere a fungao de Dirichlet definida no intervalo [0, 1] por

d(z) =

0 se x é racional
1 se x é irracional

A funcao d nao é integravel porque

/Old(x) dzx < /Old(:v) dzx .

Por forma a justificarmos esta desigualdade comegaremos por recordar que qual-
quer intervalo com interior nao vazio de R contem niimeros racionais e niimeros
irracionais. Assim, dada uma particgao P = {0,x1,...,x,—1,1} pertencente a

PB([0, 1])] temos

n—1

S(d,Py=73 inf d- (g1 —axx)=0

k=0 [Tk, Th41]
uma vez que

inf  d=0 Vk=0,...n—1

[$k7$k+1]
(qualquer intervalo [zy,zpi1] contem pelo menos um racional g pelo que 0 =
d(ro) = inf[z, 4,,,1d = 0). Assim, como P pode ser qualquer particéo,

/01 d(z)dx := sup{S(P,d) : P € ([0,1])} =0. (3.26)
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De modo semelhante, temos

n—1 n—1

S(d, P) = Z sup d- (Tpg1 —xp) = Z 1 (241 —zx) =1,
k=0 [xkvxk+l] k=0
uma vez que
sup d=1,
[k Th41]

qualquer que seja o subintervalo [z, Tg+1]. Assim

/Old(a:) dz := inf{S(P,d): P eP(0,1))} =1. (3.27)

Podemos entao concluir de (3.26) e (3.27) que a funcao de Dirichlet d(z) nao é
integravel em [0, 1].

Exercicios

1. Calcule

(k/4)*

>~ =

3
D
k=0

2. Verifique que o somatério do exercicio anterior corresponde a uma soma inferior
de Darboux

S(f, P),
para uma certa fungao f : [0,1] — R. Indique f e discrimine os pontos de
P. Calcule a respectiva soma superior de Darboux.

3. Considere a funcao g : [a,b] — R constante, g = K. Verifique que qualquer que
seja a particao P

S(g, P)=5(9,P) =K(b—a).
O que podemos concluir quanto a integrabilidade de g?

4. Considere no intervalo [0, 2] a fungao

0 se0<z<1
flx) =
1 sel<z<2
Dada uma particao P de diametro inferior a d, justifique que

§Kfafv Z 1__57

e que
S(f,P)<1+6.

(sugere-se que analise o gréfico de f.) O que podemos concluir quanto a
integrabilidade de f?
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5. Considere a funcdo f :[0,1] — R, f(z) = 2?. Considere as seguntes particoes

Pn:{k: k:O,l,...,n} .
n

Verifique que
1 n—1
_ 2
k=0
Estabelega a férmula andloga para S(f, P,).

6. Nas condicoes do exercicio anterior, verifique que

2n+1
nd

S(f: Pn) = S(f, Pa) <

O que podemos concluir?

3.4.2 Uma definicao equivalente de Integrabilidade.
Integrabilidade das funcoes continuas.

No que segue serd util uma definicao alternativa de integral de Riemann formulada
a partir da nocao de soma de Riemann. Ao aluno mais apressado recomendamos
que numa primeira leitura registe os resultados desta seccao e que posteriormente
proceda ao estudo das demonstracoes.

Definicao. Dada uma particao
P={xzy:=a,z1,...,29n-1, Tp := b}

designamos por soma de Riemann o seguinte somatorio:

n—1

S*(f, Pty an ) = Y f(ah) (@ner — 2, (3.28)
k=0

em que zj € [k, Tp41] (K = 0,...,m —1). Sem prejuizo, poderemos utilizar a
notacao abreviada

S*(f, P, (x3)) := S*(f, P,xy, ..., zy_) -

Nota 3.1 Dada uma particao P e uma soma de Riemann a ela associada, temos
a seguinte relacado com as somas inferior e superior de Darboux:

n—1

k=0
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No caso de f ser nao-negativa, uma soma de Riemann calculaa a adrea de um
grafico de barras cuja altura, em cada sub-intervalo [y, k1], é intermédidria ao
valor do infimo e do supremo de f nesse sub-intervalo.

Diremos que as somas de Riemann de f convergem para L quando, para todo
o erro € > 0, existe um distancia J. > 0 tal que, para toda a particado P com
diametro dp < d, se verifica

[S*(f, P, (k) — L| <e.
Formalmente:
Ve>0 30, : dp<oe= |S*(f,P(x}))—L|<e. (3.29)
Resumiremos a propriedade (3.29) na férmula
51131305*(]‘, P)=1L.
Temos a seguinte caracterizacao alternativa das funcoes integraveis & Riemann.

Teorema 3.5 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada. Entdo f € integrdvel a
Riemann se e s se € verificada a propriedade (3.29). Nesse caso, temos

/b flw)de =L = lim S(f,P). (3.30)

Dem. Comecemos por justificar que se f verifica (3.29) entao f é integravel a
Riemann. Para tal, pretendemos garantir que qualquer que seja o valor de € > 0
existe uma particao P, tal que

S(f,P.) —S(f,P.) <e.

Por (3.29) podemos considerar § tal que se dp < § entao

€

S* (£, P, (@) ~ Il < 5

(3.31)

ou
€

n—1
Y f@i) (wher — @) — L] <
k=0 4

Sendo P; e P, duas quaisquer partigdes de diametro inferior a d, teremos neces-
sariamente

* * * * * * €
’S (f7 P17x17 "'71371—1)) =S (fv P27 (yh "'7ym—1))| < 5 . (332)
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Fixemos entdo uma particao P de raio dp < 0 de modo a que se verifique a
estimativa (3.31). Podemos escolher pontos intermediarios zj, de modo a que, em
cada sub-intervalo [z, zx1], tenhamos

sup f — f(x}) <

[, Tpq1] 4(b - a) '
Assim
S(f,P)— S*(f,P,x},...x} 1) = (3.33)
n—1
Z ( sup f— f(:cZ)) (Tpt1 — xp) < (3.34)
k=0 \[TkTr41]
n—1 6 €
(Th1 — 2k) = - (3.35)
= Ab—a) 4

De forma analoga, podemos escolher pontos intermediarios y; de modo a que

€
7)) — inf < )
S () [l"kl:l;kJrl] f 4(b — a)

Por céalculos semelhantes a (3.33)—(3.35) obtemos

S*(f7 P7 y{a "'7y;kz—1) _ﬁ(fv P) < (336)

o

Assim, por (3.32), (3.35) e (3.36),

S(f,P) = S(f,P) < |S(f,P) = S*(f, P, (z},))| +

187 (£ PuaR) = (L P+ 1S7(F P i) — S P) < J+ 5+ 5 =c

Concluimos pois que se f verifica (3.29) entao f ¢ integrdvel a Riemann.

Consideremos agora o caso reverso. Isto é, supondo que f é integravel a Rie-
mann, iremos concluir que f verifca a propriedade (3.29). Para tal, comegamos
por demonstrar que, dado uma particao Py (fixa), para qualquer € > 0, existe o,
tal que, se P é uma particao de diametro dp,

op <de = S(f,Po)—e<S(f, P (a}) <S(f, Po) +e. (3.37)
Supomos
Py={z0:=a,z1,...,2n, := b}.

Tomamos M tal que
|flx)| <M, Vz€la,b].

Observe que dada uma particao P = {z;}*; de diametro J, os pontos inter-
medidrios z;, da particao Py estao enquadrados por pontos consecutivos x; e ;11



3.4. O INTEGRAL DE RIEMANN 105

da partigao P que distam menos do que dp (pode fazer um esbogo). Tomemos a
partigao refinada
P=FUP.

Reordenando os termos das duas sucessoes, podemos denotar
Py ={yo:=a,....Yng+m := b}.
Necessariamente, por (3.21),
S(f, 1) < 8(f, R). (3.38)

Comparemos agora S(f,Pr) e S(f, P, (x})). Em cada subintervalo [z;,z;11] tal
que z € [z, 2,41 temos a seguinte estimativa

f@j)(@j1 — ;) < sup f-(zx —2;) + sup f- (@41 —2) +20M.  (3.39)

[z;,2k] (25,2541

Nos demais intervalos teremos

f@) (@i —25) < sup f- (@41 — x5). (3.40)

[x5,@541]

Adicionando agora sucessivamente os membros das inequagoes (3.39)—(3.40), (recor-
dando que os termos y; ora sdo pontos x; de P, ora sao pontos zj de Py) obtemos

m no-+m
D@ @iy —a) < Y sup - (yirn —yi) +2Mdng,
§=0 i=0 [Yiyi+1]
ou
S(f, P, (5})) < S(f, P1) + 2Méno . (3.41)

Assim, de (3.38) e (3.41), podemos concluir

S*(f, P, (z3)) < S(f, Po) +2Mény .
Um argumento semelhante justifica que

S(f, Po) —2Méng < S*(f, P, (zy)) -

Escolhendo agora 4 tal que

€

2Méoéng < 0 <
ng < € ou oMng

obtemos a condicao (3.37).

Repare que a condic¢ao (3.37) implica a propriedade (3.29). Com efeito, dado
€ > 0, podemos sempre tomar Py tal que

/ab flx)dz —e < S(f, Py) < S(f, P) < /bf(m)dw +e. (justifique)  (3.42)

a
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Tomando J, nas condicoes de (3.37), concluimos, por (3.42), que se P é particao
de diametro ép < d, entao

b b
/a Flx)de — 26 < S*(f, P, («1)) </a F(x)dz + 2.

Resumindo: para qualquer € := 2¢ existe um 0. := d. tal que
b
p<du = |S(fP.(a) - / flz)da| < €,
a
o que conclui a demonstracao. [ |

No caso das fungoes continuas num intervalo [a, b], as somas superior e inferior
de Darboux associadas a uma particao P podem ser consideradas casos particu-
lares de somas de Riemann. Basta para tal tomar-mos, numa soma de Riemann
associada a P, e em acordo com o Teorema de Weierstrass (Teorema 1.17), pontos
intermedidrios z} correspondendo em cada sub-intervalo [z, 2k4+1] a maximos e
minimos de f respectivamente. Estudemos agora a relacao entre continuidade e
integrabilidade.

Teorema 3.6 Seja [ uma fungdo continua em [a,b]. Entao f € integrdvel em

[a, b].

Antes porém de justificar-mos este resultado, demonstramos uma propriedade
importante das func¢bes continuas num intervalo compacto designada por con-
tinuidade uniforme.

Lema 3.7 Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Entdao qualquer que seja
€ > 0, existe uma distancia o, > 0 tal que

Va,y € la,b], |z —yl <de = |f(x) - fy)| <e (3.43)

Dem. Vamos sup6r, com vista a uma absurdo, que uma certa funcao f, continua
em [a,b], ndo goza da propriedade (3.43). Tal implica que existem ¢y > 0, uma
sucessao 0, — 0 e sucessoes de pontos (x,,) e (y,) tais que

’{L‘n - yn| <o, e (3.44)
|f(@n) = f(yn)| = €0 (3.45)

Posto que (x,) é limitada, podemos extrair uma subsucessao convergente —que
denotaremos por (z;, ). Necessariamente, por (3.44), a subsucessao (y;, ) ¢ também
convergente para o mesmo limite. Teremos entao, para algum z¢ € [a, b],

limz;, =20 =1limy;, .
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Posto que f é continua em x,

lim f(x;,) = f(xo) = im f(ys,) ,
ou
lim |f(zi,) — f(yi,)| = 0.

Esta igualdade estd em contradi¢ao com (3.45). ]

Nota 3.2 Este lema afirma que no caso de uma fun¢do continua num intervalo
compacto, é possivel controlar o erro € = |f(z) — f(y)| mediante uma estimativa
da distancia 6 = |z — y| que nao depende dos pontos x,y considerados. Repare na
importancia do intervalo ser compacto. Para tal, observe que a fungao g(z) = 1/z
definida em ]0,1] nao goza da propriedade (3.43): pontos de tipo z, = 1/n e
Yn = 1/(n + 1) podem ser tomados arbitrariamente préximos; contudo teremos
invariavelmente

|f(xn) - f(yn)‘ =1.

Demonstragao do Teorema 3.6.

Justificaremos que, dado € > 0, existe uma particao P tal que
g(fa‘D) _ﬁ(fvp) <E€.
Para tal, consideremos, para cada n € N, a particao P,, = {z1}}_, tal que

k(b—
o=ay =9
n

Repare que pontos consecutivos da particio Fy se encontram a igual distancia
0p, = (b—a)/n. Pelo lema anterior, existe § tal que, para x,y € [a, b]

lz—yl<d = |f(z) - fly)l <

Tomemos entao n tal que

€

b—a’

dp, = (b—a)/n < 4.

Em cada subintervalo [z, x;4+1] da partigdo temos
€

sup [ — inf]f:f(ﬁ)—f(ylt)<bf’

[zk:Th41] [kh+1 a

em que f(z}) = max(, ,, ,1f e f(yz) =ming, ,, ) f. Assim

n—1
S(£P) = S(f,P)= 3 ( sup f— inf f) (Tpy1 — 1) <
k=0 (%, Zht1] [T, Tri1
nZ_fl " (@ )
k+1 — Tg) = €,
b b—a

o que conclui a demonstragao. |
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Nota 3.3 O teorema anterior estabelece que a continuidade de uma fungdo num
intervalo compacto é condicao suficiente para a sua integrabilidade & Riemann.
Nao é contudo uma condi¢ao necesséaria, como se pode depreender do exercicio 4
da seccao anterior. O leitor compreendera por certo, generalizando argumentos
utilizados neste exercicio, que uma fungao f definida e limitada em [a, b], continua
nesse intervalo —excepto num nimero finito de pontos— é integravel a Riemann.

Por outro lado, no exemplo fornecido de uma funcao nao integrével d (Exem-
plo 3.22) observamos que d nao é continua em nenhum ponto do intervalo [a, b].
Assim, a natureza do conjunto dos pontos em que f é discontinua desempenha
um papel importante na sua integrabilidade. Ao aluno interessado numa carac-
terizagao completa das fungoes integraveis a Riemann recomendamos o manual de
Anélise de Elon Lages de Lima, volume 1.

3.4.3 Propriedades elementares do integral de Riemann.

Iremos estabelecer algumas propriedades elementares do integral de Riemann.
Comegamos com o seguinte

Teorema 3.8 Seja f e g funcoes integraveis em [a,b] e k € R. Entio f+g e kf
sao integrdveis verificando-se

b b b
(i) / F(x) + g(x) do = / flz)de + / g(x) d . (3.46)
b b
(ii)/ kf(x) de = k/ flz)de. (3.47)
Dem. Comegemos por justificar (3.46). Utilizando a caracterizagao (3.29) das

funcoes integraveis, iremos justificar que, para todo o € > 0, existe §. > 0 tal que,
para toda a particdo P com didmetro dp < 4,

S*(f+g,P, Vf da:+/ ]

Dada uma soma de Riemann associada a uma particao P, a seguinte desigualade
resulta de propriedades elementares dos somatérios e do médulo:

S*(f +g,P, Vf dx+/
/s*g, P, (a})) - /g<x>daz.

Pela integrabilidade de f, existe d; tal que, se p < &1 temos

€. (3.48)

(3.49)

S*(f, P, (x /f ) da| +

<7

S*(f, P, (« /f ) de
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Analogamente, existe do tal que, para ép < do, se tem

b

‘swg,a W)~ [ g@)da

a

<€
5"

Assim, tomando § = min{dy, d2}, se P é tal que dp < d, concluimos, por (3.49),

<S4
€ €,
2 )

S (f + 9. P, () — [ [ s@ds+ [ o) d:c]

assim se provando (3.48) e a justificagdo de (i). A justificacao de (ii) faz-se com
argumentos semelhantes que deixaremos ao cuidado do leitor. |

Supomos agora f e g fungoes integréveis em [a, b] tais que
g(@) < fz) Vo e [ab].
Necessariamente, para qualquer particao P,
S(g,P) < S(f,P).
Assim
b ) o ) . b
/ g(z) dz = inf {S(g, P), P € P([a,8])} < inf {S(f, P), P € P(la, b))} = / f(x) da.
Provamos pois o seguinte resultado:

Teorema 3.9 Sejam f e g fungées integrdaveis em [a,b] tais que g(x) < f(x) para
qualquer z € [a,b]. Entdo

/abg(ar)dmg/abf(ac)d:c.

Dada uma funcao f : [a,b] — R, consideramos as fungoes
fH(2) = max{f(2),0} e f(z)=max{0,~f(z)}.
Trivialmente, para todo o = € [a, ]
frla) =0, f(@)20 e fl@)=f"(z)-f ().
Temos o seguinte resultado:

Lema 3.10 Seja f : [a,b] — R uma funcdo integrdvel. Entio f*, f~ e |f| =
ft+ f~ sdo integrdveis.
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Dem. Faremos a demonstracao do caso f*. Os restantes casos sao de sim-

ples dedugao a partir deste (repare que f~ = (—f)T— utilize o Teorema 3.8).
Comegemos por observar que, dado um subintervalo I de [a, b], tem-se
sup fT — irllf fH<supf-— irllff. (3.50)
I I

Esta desigualdade é trivial no caso em que f = f™ ou f = f~. No caso comple-
mentar, temos

sup f =sup [T e iI}ffZ—Supf_<0.
I I
Assim
sup fT —inf f* <sup f* <supft +supf  =supf—inff,
I 1 I I I I I

o que justifica (3.50). Repare que, dada uma parti¢ao P = {x}}, temos, por (3.50),

n—1
S(ffP)=S(fHP) =) < sup  fT— inf f*) (Tht1 — 2k) <

k=0 \[Zk:Trt1] [Th,Th1

n—1
> <[ sup f— inf f) (rpr1 —xx) = S(f, P) — S(f, P). (3.51)

k=0 \[Zk:Trt1] [k
Posto que f é integravel, tomemos uma sucessao de particoes P, tais que
S(f, Pn) = S(f, Pn) — 0.
Resulta entao de (3.51) que
0<S(f*,P) = S(f*, Pu) < S(f, Py) = S(f, Pu) — 0.

Concluimos que f1 é integravel assim terminando a demonstracgao. [ |

Nota 3.4 Seja f : [a,b] — R uma funcdo integréavel. Designamos por area da
regiao delimitada pelo gréfico de uma funcgéo f e pelo eixo das abcissas o valor

[ 1w

No caso uma regiao delimitada por graficos de fungoes f e g integraveis em [a, b,
definimos a sua area como sendo

b
| 17@) — 9@l da.

Teorema 3.11 Seja f integrdvel em [a,b]. Entao |f| é integrdvel em [a,b] e

[ s@as| < [[15)da (3.52)
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Dem. Temos
—|f(@)| < flz) < [f(x)] V€ la,b].

Resulta entao do Lema 3.10 e do Teorema 3.9 que
b b b
- [ 1@l < [ f@dr< [1p@]dr.
a a a
0 que equivale a

[ 1@ < [z

Lema 3.12 Seja f € uma funcao integravel em [a,b]. Entdo f € integrdvel em
qualquer subintervalo [c,d] C [a,b]

Dem. Faremos uma demonstragao resumida deste resultado deixando ao leitor
interessado a tarefe de completar as justificacoes. Tomemos uma sucessao de
partigbes P, de [a, b] tais que

limS(f, Py) — S(f, P) = 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢,d € P, para todo o n € N.
Consideremos agora as parti¢oes do intervalo [c, d| definidas por

Qn = P,N|e,d].
Verifica-se que

Concluimos que
S(f,Qn) — S(f,Qn) — 0.

Pelo Teorema 3.4, f é integravel em |[c, d]. [ ]

Exercicios

1. Sejam f, g fungoes integraveis em [0, 1] tais que

1 1
/f(x)dle e /g(z)d$:fl.
0 0
Verifique que ,
/ 3f(z) —2g(x)dz =5.
0

Resolva a seguinte equacao na incégnita k:

/Jlkf(a:)d:c—kz/olg(x)dx:().
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2. Justifique que
1 1
/ Vadx > / 22 dx .
0 0
3. Dada uma fungao f definida em [a, b], justifique que

ff(@) - f (@) =0 Vz€lab].
4. Considere a fungao definida no intervalo [—1, 1] por

1 sexe[-1,0],
-1 sexz€]0,1].

Compare

e [ Vr@)dr.

‘/11 f(aj) d

5. Suponha f, g integraveis em |a,b] tais que f(x) > g(x) para todo o = € [a,b].
Suponha ainda que,num certo subintervalo [c,d] C [a, b] verifica-se desigual-
dade

f(z)>g(x)+e Vxeled (e>0).

Prove que ;
[ 5@~ g@yde > a—cyda..
Conclua que
b b
/ f(x)dfcz/ g(z)dz +e(d—c).

Justifique que no exercicio 2 a desigualdade integral é estrita.

3.5 O Teorema Fundamental do Calculo

Nesta secgao estabeleceremos o resultado central deste capitulo. Como aplicacao
imediata obteremos um método eficiente para o calculo de dreas de regides delim-
itadas por graficos de fungoes primitivaveis. Comecamos com a seguinte

Definigao. Seja f uma funcao integrével em [a,b] e ¢ € [a, b]. Convencionamos

/baf(x) de = — /abf(:):) de | (3.53)
/CC f(z)dz =0, (3.54)

Apresentamos um resultado auxiliar cuja justificacdo é deixada ao cuidado do
leitor.
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Lema 3.13 Seja I um intervalo e f uma funcdo integravel em todo o intervalo
compacto contido em I. Dados a,b,c € I, tem-se

/abf(:c) dr = /:f(:c) d:c—l—/cbf(x) dz . (3.55)

A igualdade anterior deve ser interpretada de acordo com (3.53) no caso de os
extremos de um integral ndo se encontrarem na boa ordem e de acordo com (3.54)
no caso dos extremos de um integral serem coincidentes.

Lema 3.14 Seja f : [a,b] — R uma funcao integrdvel e ¢ € |a,b]. Entao

c+h

flLIE{%) ; f(z)dx =0.

Observagao No caso ¢ = a (resp. ¢ = b) deve-se entender o limite anterior como
sendo em 0% (resp. 07).

Dem. Repare que pelo Lema 3.12 as expressoes integrais estao bem definidas para
valores de h pequenos em médulo. Consideramos o caso ¢ €]a, b[ posto que o caso
¢ = a ou ¢ = b utiliza argumentos semelhantes. Posto que f é limitada em [a, b],
temos, para algum M > 0

f(x)] <M  Vaela,b.

Supondo h tal que 0 < |h| < min{|c — al, |b — ¢|}, temos, pelo Teorema 3.11,

ct+h max{c,c+h}
| @ < | f@)]dr < M|

min{c,c+h}

Concluimos que

c+h
li =0.
lim j f(z)dx =0
u
Seja f integrével em [a,b] e ¢ € [a, b]. Definimos
F@) = [ 10 ft. (3.56)

em que ¢ € [a,b]. Repare que pelo Lema 3.12 a fungao F. estd bem definida.

Lema 3.15 A func¢ao F.(z) definida em (3.56) é continua em [a,b)].
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Dem. Repare que dado x € [a,b], podemos escrever, para valores de h tais que
x+h € a, b,

Fu(z +h) :/Cerhf(t) dt:/cxf(t) dt+/j+hf(t) dt:F(x)jL/;rhf(t) dt .

Concluimos, pelo Lema 3.14, que

x+h
}llir% F.(x+h) = F.(x) + }llin(l) f(t)dt = F(x).
(o limite anterior deve ser tomado em 0% (07) se x = a (x = b). ]

De facto, no caso da fungao f ser continua em |[a, ], a fungao F, goza de uma
propriedade mais forte que passamos a enunciar.

Teorema 3.16 (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja f uma fun¢ao continua
em [a,b] e c € [a,b]. Para cada x € |a,b] definimos

Fz) = / ") de. (3.57)
Entao, a fungdo F € continua em [a,b], diferencidvel em |a,b[ verificando-se
F(e)=0 F'(z) = f(z) Vx €la,b]. (3.58)
Ou seja, F' ¢ a primitiva de f que se anula em c.

Nota 3.5 Podemos resumir o enunciado do Teorema Fundamental do Céalculo
escrevendo

% Uj ft) dt} (z0) = f(x0) .

Dem. A continuidade de F' e a condigdo F'(¢) = 0 resultam do Lema 3.15 e de
(3.53). Consideremos um ponto xg €]a, b[ e verifiquemos que F' é diferencidvel em
xg. Para tal, demonstremos a existéncia do limite:

lim % (F(wo + h) — F(0)) . (3.59)

Utilizando o Lema 3.55 podemos escrever

/Cxof(t)dt+ o dt—/jo £0) dt:/jo+h F(b)dt.

0
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Temos entao que a existéncia do limite (3.59) equivale & existéncia do limite

lim J‘;Oo—s-h f(t) dt

lim ; (3.60)

Para fixar ideias, supomos h > 0. Por f ser continua no intervalo [z, zo + h],
concluimos que f tem maximo fj, e minimo f , hesse intervalo. Podemos concluir
de (3.9) que
+h —
bty L3t r@d _n g,
h — h - h 7

[t f(e) de
L=

[Observe que a desigualdade (3.61) também vale no caso h < 0. Para tal, tenha
em conta (3.53) e o facto de

ou

< fn- (3.61)

[zglr%ﬁfo](_f) T [morfrl}ilxo] foe [IOIE%LI,IIEO](_JC) T [xﬁ%ﬁ(ﬂ f

A continuidade de f em z implica que
lim f, = f(zo) = lim . (3.62)
Podemos concluir de (3.61)—(3.62)

zo+h d

Nota 3.6 Repare que adaptando o argumento anterior, prova-se que a funcao
F(z) = [ f(t)dt tem derivada lateral direita f(a) no ponto a e derivada lateral
esquerda f(b) no ponto b. De um modo geral, sendo f uma fungao integravel em
[a,b] e ¢ € [a,b], a continuidade a direita (& esquerda) de f no ponto ¢ implicard a
existéncia de derivada lateral a direita (& esquerda) nesse ponto com F'(¢™) = f(c)

(F'(c™) = [f(c)).
Resulta do Teorema Fundamental do Célculo o seguinte:
Corolério 3.17 (regra de Barrow)

Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua e seja F : [a,b] — R continua em
[a,b], diferencidvel em ]a,b] tal que F'(x) = f(z) para qualquer x €]a,b|. Entdo:

/ " Ft)dt = F(b) — Fla). (3.63)
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Dem. Considere e funcdo I(z) = F(z) — F(a) e a funcao H(z) = [ f(t)dt.
Ambas as fungoes sao continuas em [a, b, diferencidveis em |a,b[. Pelo Teorema
Fundamental do Célculo e pelas hipéteses sobre F', temos

H'(z) = F'(z) = f(z) - f(z) = 0.
Resulta entao do Teorema 2.13 que
H(z)—F(z)=C Vz € [a,b],

para algum C € R. Posto que

podemos concluir que C =0 (ou H = F), i.e.

/a " H#)dt = F(z) - F(a) Vo e [ab].

Tomando em particular = = b na igualdade anterior, concluimos (3.63). ]

Observaciao A diferenca F(b) — F(a) em (3.63) é representada por [F(z)]2.
Exemplo 3.23 Considere a fungao f : [0,27] — R,

f(x) = sin(x) .

Trata-se de uma fungao continua e por isso integravel. Pretendemos determinar a
area A delimitada pelo grafico de f e pelo eixo das abcissas. Calculamos pois

2T
A= / | sin(z)| d .
0

Tendo em conta a decomposicao da funcao médulo por ramos, escrevemos

A= /07r sin(z) dx + /:w(_ sin(z)) dx.

Observe que esta decomposi¢do permite o aplicacao da Regra de Barrow a cada
um dos integrais posto que as fungoes integrandas sao primitivas imediatas. Temos
entao:

Andlogamente

Concluimos que A = 4.
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Exemplo 3.24 Pretende-se calcular a drea A do dominio plano delimitado pela
condicao
2 <y<z+6.

Comecemos por observar que a regiao em causa tem como fronteira superior uma
seccdo da recta y = = + 6 e como fronteira inferior o arco da parabola y = 22.
Importa pois determinar os pontos em que ocorre a interseccad dos dois graficos.

Para tal resolvemos a equacao
r+6=2> ou 22 —z—-6=0.

A férmula resolvente permite determinar as duas solugoes + = —2 e x = 3 cor-
respondentes as abcissas dos dois pontos de interseccao. A drea A pode pois ser
calculada integrando a diferenca h(x) = z + 6 — 2% no intervalo [—2, 3] ou seja

3
L 3

3 1
A:/ r+6—2>de = |=2%+6z— -x .
_9 2 3 9

Exemplo 3.25 Considere o quadrado unitario em R? com vértices (0,0), (1,0),
(1,1) e (0,1). As curvas y = /= e y = 22 dividem o quadrado em trés regides
distintas. Verifiquemos que a drea de cada regiao é de %

Designando por A; a éarea delimitada por y = 22 e pelo eixo das abcissas,

temos . .
1 1 1 1
A:/‘%1:{3}:ﬁ—(ﬁ:.
Y T T3], T3 T3 T3
Recordando que, para x € [0, 1] se tem /z > 22, a drea Ay delimitada por y = /z
e y = 2 é dada por
1 1 2 1,0 2 1 1
Agz/o |\/5—x2\da::/0 Vi —z?de = {3$§—2x2]023—3:3.
Finalmente,calculamos a drea Az delimitada pela funcdo constante igual a 1 (a
aresta superior do quadrado) e por y = \/x:

(S0

1
} o221
0 3 3

1
A3:/ 11— z|dr = [w—2x
0 3
Observe que poderiamos ter deduzido estas trés areas apenas com o calculo de
Aj. Com efeito, posto que y = y/z é uma curva simétrica a y = x> em relacio
a primeira bissectriz (tratam-se de gréficos de fungoes inversas), é forgoso que
A=Ay = % Por outro lado, posto que

1=A41+ Ay + A3

concluimos A3 =1 — %
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Exemplo 3.26 Supondo f continua em [0, +oo[, consideremos a funcéao

H(z) = /Ox F()dt.

A funcao H ¢ diferencidvel posto que

H = F(z*) em que F(y):/oyf(t)dt.

Assim
H'(z) = F'(2?)2x = f(2?)2.

De um modo geral, seja I um intervalo e f : I — R uma funcao continua em 1.
Seja ¢ diferencidvel num ponto x tal que g([x — €, + €¢]) C I para algum € > 0.
Entao, para qualquer ¢ € I a funcao

g(x)
Hz) = / f(t)dt,

¢é diferenciavel em x e

Exemplo 3.27 Consideremos a funcao definida em |0, +oo[ por

In(z)
H(z) = /0 e dt.

glx)=In(z) e F(y) = /Oy e’ dt .

A fungao g é diferencidvel em |0, +00[. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, a
fungao F' ¢ diferencidvel em R e

/
F'(y)=e¢e¥ .
Concluimos que H é diferenciavel no seu dominio e

H'(z) = F(g(x)) - ¢ (z) = L

T
Observe que podemos simplificar a expressao de H' escrevendo

61n($)2l — (eln(m))ln(w) l — xln(a:)—l )
T €T

Exercicios
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1. Verifique, sem recorrer ao Teorema Fundamental do Célculo, que no caso de
uma fungao constante f = K se tem

dd{/:Kdt] (w0) = K .

Xz

2. Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, justifique que

a 2
/ 22de = a3,
—a 3

3. Calcule a drea da regiao delimitada pela fungao f : [—2,2] — R definida por
flx)=1-2?
e o eixo das abcissas (tenha em conta que f troca de sinal).
4. Calcule

1
/ V1—22dr
~1

de dois modos. Observando que se trata da area de um semi-circulo. Usando
a regra de Barrow (recorde os exercicios 5 e 6 da seccao 3.3.2).

5. Calcule )
/2 V1—22dz.
1
6. Considere ()
F(x) = / arcsin(t) dt.
0

Verifique que
F'(z) = 223 cos(z?) .

7. Considere a fungao
3

x 1
H@):/ﬁ ot

Mostre que

2

H()—/xg L /x LI
V=l 1+ 0o 1+

Utilizando esta igualdade, calcule H'(z).

8. Considere a funcao H do exercicio anterior. Mostre que a equacao
H(z)=0

tém duas e sé duas solugoes.
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3.6 Outros Teoremas do Calculo Integral

Nesta seccao consideraremos outros resultados relevantes no quadro do integral de
Riemann.

Teorema 3.18 (teorema do valor médio do cdlculo integral)
Seja f uma fungao continua em [a,b]. Entao eziste ¢ €]a,b[ tal que

b
F(e)(b—a) = / f(z) da. (3.64)
Dem. Considere a funcao auxiliar

b
H(z) = f(z)(b—a) - / f(s)ds.

Trata-se de uma fungao continua em [a,b]. No caso de f ser constante, temos
H = 0. Em particular concluimos (3.64). Supondo agora que f nao é constante,
temos, para numeros reais m < M e x,,xy € [a, b

m<f@) <M,  flan)=m e flza)=M.

Pelo Teorema 3.9 (utilizando as funcdes constantes m e M) temos a seguinte
estimativa:

m(b—a):/abmda:</abf(x)dx</abde:M(b—a)

(o facto das desigualdades acima serem estritas resulta de f ser continua e nao
constante). Assim

H(zy,) <0 e H(xzp)>0.

Resulta entao do Teorema do Valor Intermediario a existéncia de ¢ compreendido
entre z,, e x)s tal que H(c) =0, i.e.

b
f@b=a) = [ fydz =0,
o que equivale a (3.64). [ ]

Exercicio Justifique o Teorema 3.64 recorrendo ao Teorema do Valor Médio de
Lagrange. Considere para tal a funcao auxiliar

F(z) = /jf(s)ds.
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Teorema 3.19 (Teorema da mudanga de varidvel no integral.)
Seja
z(t) : [a,b] — [c,d]

uma fungdo diferencidvel em [a,b] com ' (t) continua em [a,b]. Seja f uma fungdo
continua em [c,d]. Entao

z(b) b
/ Fz) da = / Fla()(8) dt (3.65)
z(a) a

Dem. Pelo Teorema Fundamental do Célculo (Teorema 3.16), podemos considerar
uma primitiva F' de f. Temos entdo que F(z(t)) é uma funcao diferenciavel em
la,b[ e

(F(a(1) = fla(t)'(t).

Pela regra de Barrow (Corolério 3.17), podemos simultaneamente escrever

Fa(a)) = Fxz(b)) = /ab(F(w(t))’dt = /abf(:v(t))w’(t) dt .

O teorema resulta das igualdades anteriores. [ |

Exemplo 3.28 Pretende-se calcular o integral
1
/1 V1—22dx.
3
Operemos a mudanca de variavel

x(t) =sin(t) em que t€ {g, 721 .

2'(t) = cos(t), =« (g) = %, x (g) =1.

Aplicando o Teorema da mudanca de varidvel no integral,

1 g %
V1— 22de — I _ ain2 _ 2
/% 1—22dr —/g 1 — sin®(t) cos(t) dt —/g cos“(t) dt.

O integral apos mudanca de varidvel pode ser calculado se atendermos a seguinte
férmula trigonométrica de duplicagao:

Neste caso

cos(2t) = 2cos?(t) —1 ou cos’(t) = %(cos(Zt) +1).
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Assim

™

3, 21 1[1, }S
Bdt = [ 7 Z(cos(2t) + 1) dt = = |=sin(2t) + 1| = — —
/gcos() /6 S (cos(2t) +1)dt = - | sin(2) + :

oI5

SE}

(Observe que o integral calculado determina a &rea de metade de uma calote
circular.)

Finalmente, enunciamos o

Teorema 3.20 (Teorema de integra¢ao por partes)
Sejam f e g duas fungdes diferencidveis com derivada continua em [a,b]. Entao

b b
/a fl(@)g(x) dz = [f(w)g(x)]l;*/a f(2)g (x) da. (3.66)

O Teorema resulta directamente da férmula de primitivagao por partes. Con-
vidamos o leitor a completar a sua justificacao.

Exemplo 3.29 Retomamos o caso do Exemplo 3.12. Pretende-se calcular

/16 In(z)dz.

Escrevemos

[ @) ds = @) - [ L = (el ~1) ~ [1dr=e—(e-1)=1.

x 1
Apliquemos agora estes resultados ao calculo de areas.
Exemplo 3.30 (Cdlculo da drea de uma elipse)

Recordamos que uma elipse pode ser caracterizada (a menos de uma translagao
e de uma rotacao no plano) como o conjunto de pontos verificando a relagao

S4+s=1, (a>b>0). (3.67)

Os valores a e b constituem os comprimentos dos semi-eixos maior e menor re-
spectivamente. No caso em que a = b a elipse é uma circunferéncia de raio a. Se
considerar-mos a seccao da elipse situada no semi-plano superior y > 0 podemos
re-escrever a condigao (3.67)

by

a

Assim, a drea A’ da semi-elipse superior pode ser calculada pela férmula

A’:/ bmd;pzb/ Va2 —22dx .
—a @ a J—q
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Observe agora que, por mudanca de varidvel, escrevendo x = asin(t),

b [ b (2
a/ va? —22de = o /2 \/a? — a?sin(t)a cos(t) dt
_a -z

ou

A= ab/§ cos?(t) dt .

us
2

Recordando a relagao cos?(t) = 3(1 4 cos(2t)) e integrando, obtem-se
Azgw,
Concluimos entao que a area A da elipse definida por (3.67) é

A=2A"=mab.

Exemplo 3.31 Considere o dominio plano delimitado pelas condigoes y = x—IQ,

y=0,z=1lex=nemquen €N, n>1 A sua drea A pode ser determinada,
em funcao de n pela formula:

Por outro lado, o perimetro da regidao, que denotamos P,, pode ser estimado
inferioremente pelo perimetro do trapézio com vértices nos pontos

(1,0) (n,0) (n,1/n?) (1,1).

Assim

1 1
J%zl+n+n2+¢m—1ﬁ+a—nﬂ.
Observe que

lim A, =1 e lim P, =00,
n—od n—oo

ou seja, obtemos uma familia de regides planas com areas uniformemente limitada
mas com perimetros arbitrariamente grande.

(de modo inverso, eis duas questoes filoséficas: Seria possivel construirmos
uma familia de dominios planos com perimetros uniformemente limitado e dreas
arbitrariamente grandes? Existe alguma figura que maximize a drea para um
perimetro dado?)

Exercicios
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1. Justifique que existe ¢ €]0,1[ tal que
1
/ V1+a?2de =1+ c2.
0

Deduza um enquadramento para o valor de fol V1+2?dz.
2. Efectuando a mudanga de variavel x = tan(t) e a relacao

1

L tan®(t) = o

confirme que

1 z 1 01
V1 2d :/4\/1 t 2t-7dt:/ ——dt.
/0 Hatdr 0 + tan®(t) cos?(t) 0o cos3(t)

3. Integrando por partes, justifique que

jus s 2
/4 1 dt:\@—/4 sin“(t) it
0 0

cos3(t) cos3(t)

4. Usando o exercicio anterior e uma férmula célebre, justifique

701 2 1 /7 1
/ ! g=Y2 1 / ! dt
0 cos3(t) 2 2Jo cos(t)

5. Multiplicando nominador e denominador da fracgao por cos(t) na fracgao inte-
granda que segue, verifique que

/Z ! dt:/Z _costt) .
o cos(t) 0o 1—sin®(t)

6. Justifique que
NG

T cos(t) =z 1
———dt :/ dz .
/0 1 —sin?(t) o 1—22 v
7. Calcule
2 9
——d
/0 1— 22 v
e deduza

1
/ V1+22dz.
0

Se conseguiu fazer todos os exercicios anteriores, considere-se doravante um
Cavaleiro Jedi do Cadlculo Integral.



Capitulo 4

Complementos de Derivacao e
Integracao.

4.1 A férmula de Taylor.

4.1.1 O polinémio de Taylor

Nesta seccao abordaremos a questao da aproximacao local de fungoes “suaves” por
polinémios. Tal deve ser encarado como uma extensao da féormula

f@) = @)+ f()w - )+ r(@—a), emque lm L%

r—a Tr—Qa

valida quando a funcao f estd definida numa vizinhanga de a e é diferencidavel
nesse ponto. Neste caso, a funcao

pi(z) = f(a) + f'(a)(x — a)

constitui “a melhor” das aproximacoes lineares perto de a, dadas as propriedades
infinitesimais do erro |r(z — a)|. No caso em que a funcao f admite sucessivas
derivadas até a ordem n numa vizinhanca de a temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1 (Férmula de Taylor)

Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I e seja a € I. Suponha que
f € (n—1) vezes continuamente diferencidvel em I e que f*~! é diferencidvel em
a. Entao

"(a (n) a
f(z) = f(a)—i—f’(a)(:r:—a)—i—f;! )(x—a)2+...+f n!( )(x—a)"—i—rn(x—a) (4.1)

e o resto r,, verifica a propriedade

. rp(r—a)
al:lir(ll woar 0. (4.2)

125
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Dem. Escrevemos
Tn(x - LL) = f(l') _pa(x) ) (43)
em que

f(n)

!
n

f"(a)
2!

Pa(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (@ —a)’+ ..+ —(a)(x —a)".

Observe que o polinémio p, goza da seguinte propriedade

pa(a) = f(a), phla)=f'(a), pia)=f"(a), () ;") = fM(a). (4.4)

Ou seja, o valor de p, e as suas sucessivas derivadas no ponto a até a ordem n
coincidem, respectivamente, com o valor de f e as derivadas homdlogas de f no

mesmo ponto. Para calcular
. Ta(x—a)
lim ———=
z=a (z—a)”
utilizemos a regra de Cauchy (verifique que estamos nas condigoes de aplicabilidade
da regra). Derivando sucessivamente nominador e denominador, obtemos, a partir

de (4.3),
ra(x—a) _ f(z) — pa(z)

(@—a)»  (z—a")

f'(@) = po()

M) = [ Ha) + @) - o]

nl(x —a)
Repare que da hipétese de diferenciabilidade de f*~! em a resulta que

i £ = @ + (@)@ — )

z—a (r —a)

=0.

Concluimos entao, pela regra de Cauchy,

lim () = i @ =M @) + S @)@ — a)

r—a (;g — a)” r—a n'(:n — CL)

rn(x —a)

=0.
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Nota 4.1 (Unicidade do polinomio de Taylor)
A condicédo sobre o resto
o 1@ = pa0) _
z—a (. —a)”
define o polinémio p,(z). Quer isto dizer que se p(z) é um polinémio de grau n

tal que
o £@ = 0(0) _
r—a €T — a)n
¢é forgoso que
p(x) = pa(z).

Justifiquemos a afirmagao. Necessariamente

p(x) — pa() p(z) — f(x)

—i—limf$

li =1 = 4.
e — i T e T T =0 (46)
Escrevendo

p(z) = bo + b1(x — a) + ba(z — a)2 + ..+ bp(z—a)",

tem-se

pa) —pule) _ =@ b—fla) (bn ) f<"><a>> |

(x —a)" (x—a)”  (x—a)"t 77 n!

Assim, o limite (4.6) impoe

bo—f(a):(), ,bn—

como queriamos justificar.

Este facto extende a propriedade de unicidade da recta tangente num ponto
do grafico de uma fungao diferencidvel a uma classe de polinémios “tangentes”.
O polinémio p,(x) é designado por polinémio de Taylor de grau n ou por
polinémio osculador (o epiteto aqui se justificando pelas boas propriedades de
aproximacao local a fungdo f no ponto a). No caso em que a = 0 designamos
também o polinémio de Taylor por polinémio de MacLaurin

Exemplo 4.1 (polinémio de Maclaurin da func¢ao exponencial)
Posto que as successivas derivadas da fungao f(z) = e® verificam, para todo o
n € N a relacao

tem-se
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Assim
1 x? "
Alternativamente, escrevemos
2 n
x x
efxltrt+—+...+—.
2! n!

O leitor podera verificar a correcao dos seguintes polinémios de MacLaurin:

sin(x) ~ z — lx?’ + lx‘r’ — et ﬂ g2t (n e N) (4.7)
3! 5! T (2n—1)! ’ '
cos(xz) =~ 1 — le + lCE4 — ...t (=1 " (n e NU{0}) (4.8)
2! 4! T (2n)! ' '
z? 2 nt1 2"

Dada um polinémio p convencionamos P, (p(z)) o polinémio que se obtem de
p por eliminacao dos mondémios de grau estritamente maior que n. Por exemplo

Ps(l+z+a2?+a3+at)y=1+az+22 +a3.

O lema seguinte é um precioso auxiliar no calculo do polinémio de Taylor da
funcao produto fg e da fungéo composta f o g no ponto a quando sao conhecidos
os desevolvimentos de f e g nesse ponto.

Lema 4.2 (a) Sejam f e g fungdes definidas num intervalo aberto I e seja a € I.
Suponha que f e g sdo (n— 1) vezes continuamente diferencidvel em I e que f*~!
g sdo ambas diferencidveis em a. Sejam p, e qn os respectivos polindmios de
Taylor em a. Entdo o polindmio Pp(py - qn) € o polindmio de Taylor de grau n de

f g no ponto a.

(b) Seja f uma funcao (n—1) vezes continuamente diferencidvel num intervalo
aberto I e seja a € I. Analogamente, suponha g (n — 1) vezes continuamente
diferencidvel num intervalo aberto J tal que f(a) € J. Também supomos que f*1
gt sdo ambas diferencidveis em a e f(a) respectivamente. Sejam p, e q, 0s
respectivos polindmios de Taylor em a e f(a). Entdo o polinomio P,(pn o qn) € o

polinomio de Taylor de graun de f o g no ponto a.

Dem. A justificacdo deste lema consiste na verificacdo das seguintes igualdades

(pn : Qn)(j) = (f 'g)(j) V3 =0,1,..n
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(Prog)V = (fog)?  Vj=0,1,.n,

cujo cuidado é deixado ao leitor. Deste modo, os coeficientes dos monémios do
desenvolvimento de Taylor de fg e f o g coincidem com os coeficientes hémologos
dos monémios de grau menor ou igual a n dos polindmios p, - ¢, € Pp © ¢n. |

Exemplo 4.2 Pretendemos calcular o polinémio de macLaurin de ordem 3 da
funcao
h(z) = 2sin(zx) cos(x) .

Escrevemos
x3 2zt
5 cos(z) ~1——+—.

sin(z) ~ x — 5 T

Assim

z3 x? 3 32°
o oo 2) (12 2)| on (o222

Assim, o polinémio de MacLaurin de ordem 3 de h(z) é

p3(x) =2z — 3%

Exemplo 4.3 Pretendemos agora recalcular o polinémio de Taylor do exemplo
anterior escrevendo
h(zx) = sin(2x) .

Temos, por aplicacao da lei de composicao

(22)°
6

4
sin(2z) ~ (2z) — =2z — §$3'

Exemplo 4.4 (Levantamento de indeterminagoes em limites)
Consideremos agora o seginte limite

lim sin(x)(e® — 1)
z—0 cos(z) — 1

Escrevemos

sin(z)(e* = 1) = (z — %133 +r3(x)(1+x+ %12 +ro(x) —1) = 2+ r(x).

em que, no ultimo membro, a expressao r(z) é da forma

r(z) == (;x2 + ra(z) — éx?’ + Tg(x)) :
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Em particular
lim r(2)

—- =0.
z—0 a:2

Analogamente, escrevemos o denominador
cos(x) —1=1—a22+ro(x) — 1 = —2% 4+ ().

(Abusivamente, utilizdmos a expressao ro(z) para designar restos distintos que
contudo, verificam hH{l] ro(x)/x* = 0). Assim
€Tr—>

: xr 2 2
lim sin(x)(e® — 1) i © +r(z) lim 1+7r(z)/x

Ty T g
z—0 COS(ZC) -1 z—0 —x2 + 7“2(1‘) z—0 —1 + 1o (m)/x2

Exercicios

1. Verifique que
tan(z) =z +r(z).

em que hH(l) r(z)/x = 0. Calculando a segunda derivada da tangente no
Tr—

ponto 0, confirme que, de facto, se tem

lim r(z)/2* = 0.

z—0

2. Verifique que

1
arctan(z) = z — —a° + r4(x)

3

em que ili% ra(z)/z* = 0.
3. Calcule os polinémios de Maclaurin de ordem 6 das seguintes fungoes
cos(2x); sin(z?).
(utilize a lei de composicao).

4. Calcule o polinémio de MacLaurin de ordem 2 de €** (ou (e%)?) de dois modos
distintos: substituindo (2z) num polinémio p(z) conveniente; desevolvendo

(p(=))?.

5. Verique que
lim In(1 + x) sin(2z)

=2.
—0 sin(z2)
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4.1.2 Representacao do resto. Estimativas de erro.

Procuraremos agora obter estimativas sobre o resto r,(x —a) da férmula de Taylor.
Dito de outro modo: pretendemos controlar o erro cometido quando se utiliza o
valor aproximado p,(x) em vez do valor exacto f,(z). Para tal, introduzimos a
noc¢ao de condicao de Lispschitz.

Definigao. Seja I um intervalo. Diremos que f : I — R verifica a condicao de
Lipschitz se existir uma constante K > 0 tal que

Veyel  |f(z) = fy)l < Kle—yl. (4.10)

K é designada por constante de Lipschitz para a funcdo f no intervalo I. Repare
que, caso se verifique a condi¢ao (4.10) para uma certa constante K, qualquer
constante K tal que K; > K também é constante de Lipschitz para f no intervalo
I. As fungoes que verificam (4.10) sao designadas por fungoes “lispzchitzianas em
I.

Exemplo 4.5 Suponha f continua em [a, b], diferencidvel em |a, b tal que
|[f(x)| <L, Vx€la,b|

Entéao f verifica a condi¢ao de Lipschitz com constante L. Com efeito, pelo teorema
do valor médio de Lagrange:

‘W’ —|f'(¢6))  paraalgum c €]z, y[Cla, b]

(supusemos z < y). Assim

[f@) = fWI=If'©llz—yl<Llx—yl  Va,y€lab].

Neste caso, determinar uma constante de Lipschitz consite em determinar um valor
L tal que

L > sup|f'(z)|.
[a,b]
Exemplo 4.6 Considere a func¢ao f(z) definida no intervalo [0, 1]. Posto que
If(z)| = |22] < 2, vV €]0, 1]
temos que L = 2 é uma constante de Lipschitz para f em [0, 1].
Exemplo 4.7 Recordamos a seguinte propriedade dos médulos
x| =yl < |z —yl, VzyeR.

Concluimos que a funcdo f(x) = |z| é lipschitiziana em R com constante de Lips-
chitz K = 1.
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Temos entao o seguinte resultado que permite quantificar o erro cometido
quando utilizamos o polinémio de Taylor para obter um valor aproximado de uma
funcao f.

Teorema 4.3 Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I e seja a € I.
Suponha que f é n vezes continuamente diferencidvel em I e que f™ verifica a
condicdo de Lipschitz em I com constante L. Entdo

L

—— |z —a""! 4.11
et (4.11)

em que Py € o polinomio de Taylor de grau n.

Dem. Iremos justificar os casos n = 1 e n = 2. Os casos seguintes constituem
uma adaptacao simples dos argumentos que iremos utilizar. Comecemos com o
caso n = 1. Escrevemos

f1&) = (@) + (f'(t) = f'(a).

Integrando ambos os membros da equacao entre a e x € [ fixado, obtemos

| rwd= [ r@as [T60 - faar. (4.12)

Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

ou

f(x) = fla)+ f'(a)(x —a) + / (F() — F(a)) dt .

a
Assim se evidencia que a aproximagao de f pela aplicac¢ao linear f(a)+ f/(a)(x—a)
produz um erro de

r1(z)| =

[0~ @

Procuremos quantificar este erro. Supondo x > a, temos, por (3.11) e pela condigao
de Lipschitz em L

L
Lt —a|dt = 5(1‘*&)2. (4.13)

A mesma estimativa vale se tomarmos = < a (atente as necessérias trocas de sinal).

Repare que no caso n = 2, procedendo de modo andlogo a partir da igualdade

f(s) = f(a) + (f"(s) = f"(a)),
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obteriamos, por integragao entre a e t

/at f(s)ds = /at (@) + (f"(s) — f"(a))ds

ou

1) = f'(a) + f(a)(t — a) + M (t). (4.14)

0= [ 1) F@as

¢ uma funcao continua —logo integrével— verificando, a semelhanca de (4.13),

t
/ L|s —alds

Assim, uma integracao da igualdade (4.14) permite-nos escrever

em que

h(8)] = <T(t-ay. (4.15)

fa) = f(@) + f@)e + L1 o+ [Tmna

em que, por (4.15),

/ahl(t)dt’g/a )] dt < sl —al® = Sl —af,

0 que prova a estimativa (4.11) no caso n = 2. A repeticao deste argumento para
valores de n superiores a 2 conduz-nos & maior generalidade da férmula (4.11). m

Exemplo 4.8 Considere a aproximacao do valor de %! fornecida pelo polinémio
de Taylor de ordem 2, i.e.

el 140,142 ml)

Posto qualquer derivada da fungao f(z) = e® é ela prépria, temos que f” é lips-
chitziana. No intervalo [0; 0, 1] temos

|7 (1) = f"(22)| < " (0)] - w2 — 2],
para algum valor intermediario c. Posto que

" _ 0,1
cﬁ%ﬁf<” e

podemos tomar como constante de Lipschitz K = e®!. Assim, pelo teorema

anterior, o erro cometido pelo polinémio de Taylor de grau 2 no ponto 0, 1 verifica

0.1

3
0.1

et — 140,14+ = m1ﬂ
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Exemplo 4.9 Pretendemos obter uma aproximagao de sin(0,1). Temos, uti-
lizando o polinémio de Maclaurin de grau 3

Observe agora que, posto que
sin® () = sin(z)

a terceira derivada sin® (z) é Lipschitziana no intervalo [0,1]. Assim, podemos
tomar a constante de Lipschitz K = sin(0, 1) (porqué?). Deduzimos a estimativa

0,1)3 < sin(0, 1)

(0,1)°
3! 4l '

sin(0,1) — 0,1 — i

(0,1)* <

(recorde que sin(0,1) < 0,1). De facto, o valor da aproximagao estd bem mais
préximo do valor exacto do que o erro previsto na desigualdade anterior. Com
efeito, repare que no caso da fungao sin(z), o polinémio de Taylor de terceiro grau
e o polinémio de Taylor de quarto grau sao concidentes, i.e. p3(z) = ps(x). Tal se
deve ao facto de

sin™®(0) = sin(0) = 0.

Assim, tomando K = 1 pra constante de Lipschitz para a quarta derivada, pode-
mos afirmar que

(0,1)°
3!

(0,1)°

sin(0,1) — 0,1 — =

= [sin(0,1) = pa(0,1)] <

Quando dispomos de mais informacao sobre a n-ésima derivada de uma funcgao
f, em particular se soubermos que que f () possui derivada f (n+1) continua num in-
tervalo [a, b], podemos obter uma estimativa mais precisa para o resto. Retomemos
a férmula (4.12)

fla)(z —a) +i(z),

~
—~~
8
~
|
~
—
S
~
I

em que

Se soubermos que f’ é diferencidvel com segunda derivada continua, podemos
escrever, para cada t € [a, x],

Obtem-se deste modo
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Vamos supor z > a (o caso reverso demonstra-se adaptando os argumentos). Afir-
mamos que existe ¢ € [0, z] tal que

/: (/atf”(s)ds) dx = fl;(c)(:z—a)z.

Com efeito, supondo m e M respectivamente o minimo e o méximo de f” no
intervalo [a, x], temos

m(t — a)t < /: F(s)ds < M(t —a),
logo
Tg(:v—a)Qz/:mtdt</: (/atf”(s)ds> </thdt:A24(:c—a)2, (4.16)

Considero agora a fungao

)= [ ([ 7ws) = F - .

(repare que para na expressao anterior, f”(y) é uma constante). A funcao h é
continua no intervalo [0, z]. Temos

—a)? _ )2
minh:mu, maxh:Mu
[0,z] 2 [0,7] 2

Por (4.16) e pelo Teorema de Bolzano (ou do Valor Intermedidrio) existe ¢ € [0, x]

tal que
h(c) := f”(c)(%;a)2 = /a:c </at 1"(s) ds) =r(x).

O mesmo argumento pode ser adaptado para o resto de polinémios de Taylor
de grau n quando a fungao possui derivada de ordem (n + 1) continua em [0, z].
Obtem-se assim a seguinte férmula para o resto:

Teorema 4.4 (Resto de Lagrange para a Férmula do Taylor)
Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I e seja a € I. Suponha que
f én+ 1 vezes continuamente diferencidvel em I. Entao

TR0

m(x —a)", (4.17)

f(@) = pn(z) =

em que p, € o polindmio de Taylor de graun e c € [0, z].
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Nota 4.2 Uma abordagem alternativa permite justificar os seguintes factos adi-
cionais:

(a) que a férmula do resto permanece valida se admitirmos apenas que f (n) ¢ difer-
encidvel em |0, z[ e continua em [0, z];

(b) que podemos tomar o ponto intermediério ¢ no interior no intervalo |0, z[. Ao
aluno interessado sugerimos a leitura do livor Introducéo a Anélise Matematica de
J. Campos Ferreira.

Nota 4.3 Optdmos nesta sec¢do por divergir um pouco do método usual de en-
sino da formula de Taylor, nomeadamente na justificacdo da expressdo do resto
de Lagrange. Tal se deve a uma opgcdo —obviamente criticdvel— do autor que ao
longo dos anos de aprendizagem e ensino nunca se sentiu plenamente satisfeito
com a constru¢ao da férmula de cima para baizo (isto €, por derivagoes sucessivas
da funcao f). Procedendo localmente a partir da derivada de ordem m por inte-
gragoes sucessivas, prevalece este sentimento de construimos a casa das fundagoes
ao telhado. Ajuizard o leitor qual o melhor método.

Exercicios

1. Determine uma constante de Lipschitz para as seguinte funcoes no intervalo

[0,1].

5

T xT

; arctan(x); €¥; tan(2z).

2. Complete

[ ([ ([ o) @)as= [ ([ ea)ar=o=1.

3. Reconhecendo em

1
1— 22
2

o polinémio de MacLaurin de grau 3 da funcao cos, verifique que

2 4
| COS(O, ].) 1 + (0, 1) ‘ (O, ].)

4. Justifique que
1
cos(0, 1) = 1+ (0, 1)2>0
(utilize o resto de Lagrange).

5. Utilizando a informagao contida na Nota 4.2, confirme que a desigualdade do
exercicio anterior é estrita.



